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课程介绍

课程

名称
高等数学一（上） 课程代码 00000545

授课

对象
物理学（师范）、计算机科学与技术（师范）专业 学时/学分 90/4

教材

分析

教材：

王娜等. 高等数学上册[M]. 北京机械工业出版社, 2023.8.
本书涵盖了微积分的基础理论和应用知识，将理论与应用有效融合，符合教学

改革发展的要求。本书具有显著的特色：（1）每章设置了一个课程思政微课视频，

帮助学生了解数学家故事和数学史演变；（2）每章设置了关键知识点的微课视频

和二维码答题，有利于学生自主学习；（3）提供了 Matlab 解题案例，满足不同层

次的学生学习需求。在教学中，以线下教学为主、线上教学为辅，充分利用教材的

特色，提升教学效果。

参考书：

[1] 同济大学数学科学学院. 高等数学上册（第八版）[M]. 北京高等教育出版

社, 2023.06.
[2] 上海高校《高等数学》编写组. 高等数学上册（第八版）[M]. 上海科学技

术出版社, 2020.08.
[3] 上海财经大学数学学院 . 经济数学—微积分 [M]. 人民邮电出版社 ,

2022.11.

学情

分析

本课程面向的是大学一年级学生，主要来自物理与计算机专业，在高中都有接

触高等数学的函数内容。此外，物理专业学生的高中数学基础较好，基础知识掌握

较为牢固；计算机专业学生的高中数学基础偏弱，基础知识掌握不牢固，学习高等

数学知识存在一定的困难。

总体上看，学生的数学基础参差不齐，部分学生的学习积极性需要着重关注。

根据毕业要求，教学将重基础、重练习，以期学生能将知识应用到所学专业和日常

生活，具备较好的数学素养。

课程

内容

本课程共有六章内容，涵盖的知识由浅入深，从理论到应用，逻辑性较强。
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课程

目标

课程目标 1：学生系统掌握函数、极限、一元函数微分学、一元函数积分学、微分

方程等知识的基本概念、基本定理、基本公式。

课程目标 2：学生的计算能力扎实，掌握极限、导数、积分的基本计算方法，鼓励

学生用计算机等辅助工具进行高效的数学计算。

课程目标 3：学生的抽象思维能力、逻辑推理能力和解决问题的能力提升，学生应

能够运用数学方法和工具解决专业领域内或日常生活中的实际问题。

课程目标 4：学生在理论知识、专业技能、道德品质以及社会责任感等多个维度上

达到学生发展核心素养标准。

教学

重点

难点

教学重点：导数与微分、不定积分和定积分。

教学难点：不定积分、定积分和微分方程。

教学

策略

采用多种教学方法和教学手段融合的教学策略：

教学方法：讲授法、讨论法、案例分析法等。

教学手段：多媒体、学习通平台等。

学习

评价

考核方式：

课程目标 考核方式

课程目标 1 单元考试、期末闭卷考试

课程目标 2 单元考试、期末闭卷考试

课程目标 3 单元考试、期末闭卷考试

课程目标 4 项目完成或课堂表现

考核标准：

总成绩是过程性考核（30%）和终结性考核（70%）获得的总分数。

1. 过程性考核：包括作业 45%、章节学习次数 5%、课程视频 15%、单元考试

20%和签到 15%，总分 100，占总成绩 30%。

（1）作业（45%）：教师在线发布作业，按在线作业的平均分进行计分，满

分 45 分；

（2）章节学习次数（5%）：学生在线学习章节的任务点内容，学习次数达 30
次为满分，满分 5 分；

（3）课程视频（15%）：学生在线学习自主学习课程视频，单个视频分值平

均分配，满分 15 分；

（4）单元考试（20%）：教师在线发布单元测试，按在线考试的平均分进行

计分，满分 20 分；

（5）签到（15%）：按学生出勤率计分，出勤率等于（出勤次数/签到总数），

出勤率低于 5%，签到成绩计为 0 分，出勤率乘以 15 分为签到得分。

2. 终结性考核：在期末，实行闭卷考试，考核题型包括单选题、填空题、计

算题和证明题，满分 100 分，占总成绩 70%。
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第 1 章 函数、极限与连续

授课题目 §1.1 函数的概念及性质 课时：2学时

教学目标

知识目标：

1. 理解函数的基本概念，包括定义域、值域、对应法则等。

2. 掌握函数的四大基本性质。

能力目标：

培养学生的抽象思维能力。通过函数概念的学习，引导学生从具体实

例中抽象出一般规律，形成对函数概念的深入理解。

素养目标：

培养学生的数学素养。通过对函数的学习，让学生理解数学中的函数

思想，掌握数学中函数的深层定义，了解应用价值，以提高学生的数学素

养。

重点难点
教学重点：函数的定义、函数的性质。

教学难点：函数的有界性。

方法手段
教学方法：讲授法、案例分析法。

教学手段：多媒体、学习通平台。

教学设计

教学过程 教学活动

第 1章的章节介绍：

根据该章节的思维导图，本章首先介绍函数的基本概念

和性质以及反函数、复合函数、基本初等函数等概念；其次

讨论数列极限、函数极限的概念和性质及其计算方法，并在
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此基础上给出函数连续性的定义，同时揭示初等函数的连续

性；最后介绍连续函数的几个性质．

一、导入新课

引例：设某超市购进鸡蛋 2000 公斤，按每公斤 6 元的

价格出售，当售出的数为 x 公斤时，其收益 L 可按公式 L =
6 x 计算，x  [0, 2000]．

解：x 为自变量，L 为因变量， x  [0, 2000]为定义域.

二、讲解新知

1. 定义

设 D 是一个非空实数集合， f 是一个对应法则，在此

法则下，对每一个 x  D ，都有唯一确定的实数 y 与之对

应，称变量 y 是变量 x 的函数．

记作：y = f (x), x  D

定义域 D：使得函数有意义的 x的集合；

值域：因变量 y的集合．

2. 函数的表示法

以思维导图的形式展示章

节内容，启发学生在学习中

要养成逻辑性，要有知识体

系，才能清晰知识与知识之

间的联系。

引例：利用生活小例子在学

习通平台设置讨论活动，再

设置抢答，对回答得完整的

同学进行加分鼓励。

重点 1：函数的定义是本节

课的重点内容，提醒学生要

理解并掌握函数的基本概

念。
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(1) 列表法

例如：一水库的水位在 5 个小时内水位高度变化情况：

(2) 图像法

例如：某气象站用温度自动记录仪记录某地的气温变化

情况，设某天 24 小时的气温变化曲线.

(3) 解析法

数学表达式表示两个变量之间的函数关系，这种表示方

法叫做解析法，这个数学表达式称作函数的解析式.

例 1 设有一个半径为 r 的半圆形铁皮，将此铁皮做成一个

圆锥形容器，问该圆锥形容器的体积 V是多少?

解：
2

2 00
rrrr  ， rrrh

2
3)

2
( 22 
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此外，有常见的几种分段函数：

(1)
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
为无理数
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x
x
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 ,  0  
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例 1：利用学习通随机提问

的方式引导学生如何建立

解析式。

分段函数作图培养学生的

基本数学素养：

利用学习通随机点名的方

式，抽学生将画出的分段函

数图像发到学习通中，展示

到多媒体中供大家评价正

确与否。
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例 2 求定义域： xxxxf  23 23)( )1(

1
12)( )2( 2 


x

xxf

解: (1) 实数集；

(2)
2

2 0 2
11 0

x x
xx

    
     

，

所以定义域为     2, 1 1,1 1,     .

随堂练习 已知
3( 1) 2xf e x   ，求 ( )f x 的定义域．

解：令 1xt e  ，则 ln( 1)x t  ，

可得
3( ) ln ( 1) 2f t t   ，

即
3( ) ln ( 1) 2f x x   ，

所以函数 ( )f x 的定义域为  1,  ．

3. 函数的性质

（1）奇偶性

1）对于 x  (-a, a)，有 f (-x) = f (x)，称 f (x) 为偶函数，

图像关于 y 轴对称：

2）对于 x  (-a, a)，有 f (-x) = -f (x)，称 f (x) 为奇函数，

图像关于原点对称：

其它相关性质：

1）奇 + 奇 = 奇 2）偶 + 偶 = 偶

3）奇 × 奇 = 偶 4）偶 × 偶 = 偶

5）奇 × 偶 = 奇

例 3 判断函数
1( ) ln
1

xf x
x





在区间 ( 1,1) 内的奇偶性．

解： 对于任意 ( 1,1)x  ，有

11 1 1( ) ln ln ln ( )
1 1 1

x x xf x f x
x x x

             
．

利用例题说明函数定义域

的求法：使得解析式有意

义.

随堂练习：提前将该题目发

布到学习通上，学生作答后

发到学习通，及时点评，以

巩固新学知识。

重点 2：函数的性质，在讲

授时注重举例说明。

相关性质：利用学习通平台

随机点名的方式，让学生头

脑风暴式地举例说明五个

注意点的相关例子。

例 3：利用电子手写笔在多

媒体上进行板书，引导学生

如何思考以快速解题。
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（2）单调性

y = f (x) ,定义域 D ，区间 I  D ，对于区间 I 上任意

两点 x1和 x2 ，当 x1 < x2 时，恒有：

1）f (x1) ≤ f (x2 )（f (x1) < f (x2)），则称函数 f (x) 在区间

I 上是单调增加（严格单调递增）函数；

2）f (x1) ≥ f (x2 )（f (x1) > f (x2)），则称函数 f (x) 在区间

I 上是单调递减（严格单调递减）函数；

（3）有界性

设区间 X  D，若存在 M > 0，使得对于 x  X ，有 |f (x)|
≤ M 成立，则称函数 f (x) 在区间 X 上有界，否则称无界．

例如：1）函数 xy sin ，因为 1sin x ，所以它在

),(  内是有界的；2）
1y
x

 在 (0,1) 上是无界的，而在

(1, 2)及 ),1[  上是有界的．

（4）周期性

设函数 f (x) 的定义域为 D ，如果存在一个不为零的常

数 T ，使得对于 x  D ， 且都有 f (x+T ) = f (x) （ x±T 
D）恒成立，则称 f (x) 为周期函数（最小正周期），T 称为

f (x) 的周期．

注 不是所有的周期函数都有最小正周期．例如常数函

难点：函数的有界性。
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数 y c （ c为常数），显然任意正数都是其周期，而无最小

正数．

三、课程小结

1. 函数的定义：定义域、对应法则、值域

2. 函数定义域的求法

3. 函数的性质：奇偶性、单调性、有界性、周期性

四、布置作业

1. 教材的课后习题

2. 学习通上对应的作业

3. 思考：所学专业中有哪些需要构建函数关系式的情

况？

五、板书设计

课后思考：布置课后思考，

培养学生自主思考的学习

能力。

教学反思

1. 成功之处

通过随堂练习、高密度提问等方式，我可以快速了解到学生的学习效果，且整个课堂

显得十分有活力，学生学习的积极性得到了调动。

2. 存在问题

本节课的内容比较简单，部分知识是学生在高中已经学过的知识，故本节课的例子讲

解偏少，这忽略了基础薄弱的学生，导致有部分学生听起来比较吃力，且课堂的高密度提

问增加了部分学生听课的压力。

3. 改进措施

对于刚进入大学校园学习的新生，对大学的学习方式还在探索中，因此作为教师需要

对学生给予积极的鼓励、做良好的引导，建立了良好的师生关系，使学生能够愿意向我请

教问题并寻求帮助。
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授课题目 §1.2 初等函数 课时：2学时

教学目标

知识目标：

1. 掌握基本初等函数的定义、表达式、图像及其基本性质。

2. 掌握初等函数的形成、复合函数的来源、幂指函数的转换等。

能力目标：

培养学生的分析和观察能力。学生应能通过观察复合函数以分析该复

合函数是如何由初等函数复合而成。

素养目标：

培养学生的基础数学素养。学生具备扎实的数学基础知识，通过图像

描绘感受数学的美，以此提高学生的数学思维和数学表达能力，能够用数

学语言清晰、准确地表达数学问题。

重点难点
教学重点：基本初等函数、复合函数。

教学难点：复合函数、幂指函数。

方法手段
教学方法：讲授法、案例分析法。

教学手段：多媒体、学习通平台。

教学设计

教学过程 教学活动

一、导入新课

复习函数的概念与基本性质以导入新课.

二、讲解新知

1. 基本初等函数

导入新课：以提问的方式引

导学生回顾上堂课的主要

知识点，带领学生快速融入

课堂。
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（1）常数函数
函数 y = C ， C 为常数，定义域为 (-, +)，是偶函

数、周期函数（没有最小正周期）.

（2）幂函数
函数 y = x μ 为幂函数，μ 为常数，定义域随 μ 而变.

（3）指数函数
函数 y = a x (a > 0, a  1) 为指数函数，定义域为 (-,

+).

（4）对数函数

函数 y = loga x (a > 0, a  1) 为对数函数，定义域为 (0,
+).

当 x = a 时，loga a = 1 ；当 a = 10 时，log10 x = lg x ；

当 a = e 时，loge x = ln x .
（5）三角函数
1) 函数 y = sin x 为正弦函数，定义域 (-, +)，值域

[-1, 1].

重点 1：六种基本初等函数。

观察分析幂函数的图像：

先让学生观察幂函数的图

像，然后分析相关的规律，

试着对规律进行总结。

观察分析指数和对数函数

的图像：

先让学生观察这两大函数

的图像，然后分析相关的规

律，试着对规律进行总结并

说明有什么联系。

提问：借助学习通随机提问

学生指出正弦函数具有哪

些性质。
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2) 函数 y = cos x 为余弦函数，定义域 (-, +)，值域
[-1, 1].

3) 函数 y = tan x 为正切函数，定义域 x  k+/2，k∈
Z，值域 (-, +).

4) 函数 y = cot x 为余切函数，定义域 x  k /2，k ∈

Z，，值域 (-, +).

5) 函数 y = sec x = 1 / cos x 为正割函数，定义域 x 
k+/2，k∈ Z，值域 (-, -1]  [1, +).

6) 函数 y = csc x = 1 / sin x 为余割函数，定义域 x 
k，k∈ Z，值域 (-, -1]  [1, +).

（6）反三角函数

1) 函数 y = arcsin x 为反正弦函数，定义域 [-1, 1]，值

域 [-/2, /2].

提问：借助学习通随机提问

学生指出正切函数具有哪

些性质。

提问：借助学习通随机提问

学生指出正割函数具有哪

些性质（可以借助上网查

阅），培养学生养成探索求

知的习惯。
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2) 函数 y = arccos x 为反余弦函数，定义域 [-1, 1]，
值域 [0, ].

3) 函数 y = arctan x 为反正切函数，定义域 (-, +)，
值域 (-/2, /2).

4) 函数 y = arccot x 为反余切函数，定义域 (-, +)，
值域 (0, ).

2. 复合函数

定义：把两个或两个以上的简单函数组合成另一函数。

设函数 y = f (u)，u∈ Df ，y∈ Rf ，u = g (x)，x∈ Dg ，u∈
Rg，若 Rg  Rf  ，则复合：y = f [g(x) ]，x∈ {x | g(x) ∈ Df }。

例如：y = cos2x； u = 2x； y = cosu除自变量 x 和因变

量 y 外，还出现了中间的变量 u ，y 通过 u 而成为关于 x
的函数.

例 1 判断 y = f (u) = 1+ u2 和 u = g (x) = ln(1+x2)是否可以

复合？

解：由于 fD R ，  0,gR   ，因为 g fR D ，所

以 ( )f u 与 ( )g x 能够构成复合函数，

  2 2 21 ( ) 1 ln (1 )y f g x g x x        ．

注意的点：

（1）不是任何两个函数都可以构成一个复合函数

组织讨论：如何快速记住以

上六种基本初等函数的图

像？

以上函数图像的描绘，让学

生感受数学之美，进而助于

记忆函数的性质。

重点 2（也是难点）：复合

函数的构成与拆分。

例 1：先让学生自行讨论，

然后自行总结函数复合需

要满足什么条件。
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（2）复合函数可以有多个中间变量

（3）更多是由基本初等函数经过四则运算形成的简单函

数来构成的

（4）函数的复合一般与复合的次序有关

随堂练习 1 分解函数
22arccos3 xy  .

解： 3uy  ， arccosu v ， v w ，
22w x  ．

复合函数求定义域的情形：

（1）已知 f (x)的定义域，求 f [g(x) ]的定义域.

（2）已知 f [g(x) ] 的定义域，求 f (x) 的定义域.

（3）已知 f [g(x) ] 的定义域，求 f [h(x) ] 的定义域.

总结：对于复合函数，其定义域仍为 x 的取值范围。

3. 初等函数

定义：由基本初等函数经过有限次的四则运算（加、减、

乘、除）以及有限次的函数复合所构成的并且可用一个式子

表示的函数.

4. 幂指函数

定义：设函数 f (x) 和 g(x) 是两个初等函数，f (x) > 0，
则：y = [f (x)]g(x) 就是幂指函数.

重点：幂指函数转为指数函数 y = [f (x)]g(x) = e g(x) lnf (x).

5. 反函数

引例：y = 5x，求出变量 x 关于变量 y 的函数关系.

定义：设函数 y = f (x) 的定义域为 Df ，值域是 Rf ，
若对于  y  Rf ，都有唯一对应值 x  Df ，满足 x = g (y)
的对应法则，则 y = f (x) 的反函数为 x = g (y)，记作：y = f -1(x).

注意的点：

（1）只有一一对应的函数（自变量不同时因变量也不同）

才有反函数；

（2）y = f (x) 与 y = f -1(x) 的定义域、值域互相交换.

6. 隐函数

将解析式为 y = f (x)的函数关系称作显函数.

定义：自变量 x 与因变量 y 之间的对应关系不明显：

将 x 与 y 都看作变量，在二元方程 F (x, y) = 0 中，将该类

函数关系称作隐函数.

例如：隐函数 xy - 2x +3y -1 = 0（可显化）；xy - ey = 0
（不可显化）.

三、课程小结

1. 基本初等函数（六类）

2. 复合函数及其分解、定义域

3. 初等函数

4. 幂指函数

5. 反函数及其求法（定义域和值域）

6. 隐函数

四、布置作业

1. 教材的课后习题

随堂练习 1：在学习通平台

上发布习题，学生将做好的

过程上传到平台，及时进行

点评。

复合函数求定义域是拓展

内容：培养学生解题的逻辑

性以及对知识的扩展性。

重点 3：
强调幂指函数转为指数函

数的应用：幂指函数转为指

数函数是后期知识求极限

和求导重要基础。

思考和讨论：基本初等函数

中谁与谁互为反函数，说明

反函数具备的特点有哪些。
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2. 学习通上对应的作业

3. 思考：复合函数的拆分满足什么特点？

五、板书设计

课后思考：布置课后思考，

培养学生自主思考的学习

能力，并牢牢掌握高等数学

的基础理论。

教学反思

1. 成功之处

通过描绘基本初等的函数图像，使得学生能够感受数学的美妙；通过组织讨论，学生

给出的答案使我有了意想不到的收获；讲授与多媒体手段的结合，能够更加直观地解释基

础理论知识，使得学生能够快速理解基本知识和重点知识。

2. 存在问题

本节课的理论知识较多，部分学生在后半段已经注意力不集中，吸收知识的积极性有

所减弱，使得学生对难点知识的理解有困难。

3. 改进措施

今后将在难点知识处给出更多的例题讲解或给出更多的时间对难点知识进行答疑，以

便使更多的学生掌握难点，进而提升学生克服困难的积极性和动力。
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授课题目 §1.3 数列极限 课时：2学时

教学目标

知识目标：

1. 理解数列极限的定义：能够明确数列极限是描述数列中项随着项数

的增大而逐渐趋近于某一常数的过程。

2. 掌握数列极限的基本性质：学生能够掌握数列极限的基本性质，并

能利用这些性质进行简单的数列极限计算。

能力目标：

培养学生的分析和观察能力。学生能够通过观察数列的通项公式或前

几项，分析出数列的变化趋势，并预测其可能的极限值。

素养目标：

培养学生的抽象思维品质。通过数列极限的学习，学生能够体会到数

学中的抽象思维方法，如从具体到抽象、从有限到无限的思维过程，提高

数学抽象思维能力。

重点难点
教学重点：数列极限的定义和性质。

教学难点：数列极限的性质。

方法手段
教学方法：讲授法、讨论法、案例分析法。

教学手段：多媒体、学习通平台。

教学设计

教学过程 教学活动

一、导入新课

观察下列几组数的特点：
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归纳特点：

二、讲解新知

1. 数列极限的定义

定义 1：按正整数顺序 1, 2, 3, 排列的无穷多个数，称

为数列. 记作： ,...,...,,, 321 naaaa ，一般简记为：{an}. 其中的

每个数称为：数列的项；an 被称为：数列的通项或一般项.

定义 2： 对数列{an}，存在常数 A ，  > 0，总存在正

整数 N，当 n > N 时，|an - A | <  恒成立，则 {an} 的极限

为 A ，或称数列{an} 收敛于 A，记作： Aan
n




 lim .

注：（1）N 和  相关，且 N 的取值不唯一

（2） 可理解为误差要求，可取无限小

（3）根据  找到满足要求的 N 以证明极限存在与否

可理解为：设数列 {an}， 当 n 无限增大时，若 an 无

限接近于一个确定的常数 A ，则称数列{an}以 A 为极限.

如果当 n 无限增大时， an 不能无限接近于某个确定的

常数，则称当 n 无限增大时，数列 {an} 发散或极限不存在.

引例：

此外，几个比较常见的极限：

导入新课：让学生先观察几

组数列的特点，然后讨论，

最后试着进行总结，以此培

养学生的观察分析素养，提

升学习的自主性。

提问：借助学习通随机提问

学生引例中的数列是否收

敛。
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2. 数列极限的性质

性质 1（唯一性） 收敛数列的极限是唯一的．

定义 3： 对数列 {an}，若存在正数 M， 使得对于一

切正整数 n，恒有 |an| ≤ M ，则称数列 {an}有界，否则无界.

性质 2（有界性） 收敛数列必为有界数列．

推论 无界数列必定发散．

性质 3（保号性） 设 aan
n




 lim ， bbn
n




 lim ，且 a >

b，则必存在正整数 N ，当 n >N 时，有 an > bn .
推论 1 设 aan

n



 lim ， bbn

n



 lim ，且存在正整数 N ，

当 n >N 时，有 an > bn ， 则 a > b .
推论 2 若 aan

n



 lim ，且 a > 0 （或 a < 0），则必存

在正整数 N ，当 n >N 时，恒有 an > 0（或 an < 0）.
推论 3 若数列 {an} 从某项起有 an ≥ 0（或 an ≤ 0），

且 aan
n




 lim ，则 a ≥ 0（或 a ≤ 0） .

定义 4： 将数列 {an} 在保持原有顺序的情况下，任取

其中无穷多项所构成的新数列称为数列 {an} 的子数列，简

称子列．

性质 4（收敛数列与其子列间的关系）如果数列 {an} 收

敛于 A ，那么它的任一子列也收敛，且均收敛于 A .
推论 1 若数列 {an} 有两个子列收敛于不同的极限，则

数列 {an} 是发散的．

定义 5 若数列 {an} 满足条件 an ≤ an+1 （an ≥ an+1 ）

（ nZ+ ），则称数列 {an} 是单调增加的（单调递减的）.

三、课程小结

1. 数列极限的定义

2. 常见数列的极限

3. 数列极限的性质

四、布置作业

1. 教材的课后习题

2. 学习通上对应的作业

3. 思考：中国古诗词中有哪些诗或词中可以反映极限的

思想？

重点（也是难点）：数列极

限的基本性质。

课后思考：布置课后思考，

培养学生自主思考的学习

能力，并将数学与中国文诗

词结合，培养学生的文学素

养。
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五、板书设计

教学反思

1. 成功之处

我利用了多媒体等现代化教学手段辅助教学，通过动画、板书等方式展示数列极限的

概念和性质，学生能够直观地看到一组数列的变化趋势，判断数列的极限是否存在，进而

理解数列的极限。

2. 存在问题

极限的定义语言本身难于理解，这也导致部分学生在听讲时已经有所放弃，故而后面

讲解的数列极限的基本性质也没有认真听讲，使得整堂课的听讲幅度大大变小。

3. 改进措施

今后可利用通俗的语言解释极限的定义，减小学生理解定义的难度，以此保证学生对

高等数学知识的学习积极性。
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授课题目 §1.4 函数极限 课时：2学时

教学目标

知识目标：

1. 理解函数极限的基本概念。学生能够清晰理解函数极限的定义，包

括左极限、右极限和极限的概念。

2. 掌握极限的运算法则。学生能够熟悉并应用极限的四则运算法则，

包括加法、减法、乘法和除法的极限运算法则。

能力目标：

培养学生的分析和观察能力。学生能够通过观察函数的表达式或图形，

分析函数的极限状态，包括极限是否存在、极限值是多少等。。

素养目标：

培养学生的数学素养。学生需要严谨地处理数学符号和逻辑关系，这

有助于培养他们的数学素养。

重点难点
教学重点：函数极限的定义。

教学难点：函数极限的性质。

方法手段
教学方法：讲授法、讨论法、案例分析法。

教学手段：多媒体、学习通平台。

教学设计

教学过程 教学活动

一、导入新课

复习数列极限进行导入新课.

二、讲解新知

1. 函数极限的定义

目的：设函数 f (x) 的定义域为 D ，函数 f (x) 的极限

就是自变量 x 在定义域 D 内变化时，相应的函数值 f (x)
的变化趋势.

两种情形：

导入新课：利用学习通平台

抽学生回答数列极限的基

本性质，以此引导学生快速

进入课堂。
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（1）自变量 x 任意接近于 x0 ，且 x  x0，记为 x x0 .
定义 1：设函数 f (x) 在点 x0 的某一去心邻域内有定义，

在点 x0 处可以没有定义，存在常数 A，对于  > 0， > 0，
使得 ( x0 -  , x0 )  ( x0 , x0+ ) 中的所有 x 满足 | f (x) - A |
<  ，则称 A 是函数 f (x) 在 x x0 时的极限，或称函数 f
(x) 收敛于 A，记作： Axf

xx



)( lim

0

.

理解为：设函数 f (x) 在点 x0 的某一去心邻域内有定

义，当 x x0 时，如果函数 f (x) 的值无限接近于某一确定

常数 A ，则称常数 A 为函数 f (x) 当 x x0 时的极限.

注： 函数在点 x0 处可以没有定义.

1) 自变量 x 从左侧接近于 x0 ，即 x < x0，记为 x x0- .

定义 2：设函数 f (x) 在点 x0 的左邻域内有定义，存在

常数 A，对于  > 0， > 0，使得 ( x0 -  , x0 ) 中的所有 x 满

足 | f (x) - A | <  ，则称 A 是函数 f (x) 在 x x0- 时的左极

限，记作： Axf
xx




)( lim
0

.

2) 自变量 x 从右侧接近于 x0 ，即 x > x0，记为 x x0+ .

定义 3：设函数 f (x) 在点 x0 的右邻域内有定义，存在

常数 A，对于  > 0， > 0，使得 ( x0 , x0+ ) 中的所有 x 满

足 | f (x) - A | <  ，则称 A 是函数 f (x) 在 x x0+ 时的右

极限，记作： Axf
xx




)( lim
0

.

例 1 设函数为
x
xxf ||)(  ，求 )( lim

0
xf

x 
， )( lim

0
xf

x 
和 )( lim

0
xf

x
.

解：当 0x  时，x x ，则
0 0 0

lim lim lim 1 1
x x x

x x
x x    
   ；

当 0x  时，x x  ，则
0 0 0

lim lim lim( 1) 1
x x x

x x
x x    


     ；

因为
0 0

lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
  

 ，由定理 1 得，
0

lim ( )
x

f x


不存在.

例 2 讨论函数













0,1
0 ,     0
0,1

)(
xx
x
xx

xf 在 x 0 时的极限.

解： 当 0x  时， ( ) 1f x x  ，则函数 ( )f x 的左极限，

重点：两种函数极限的定

义。

快问快答：利用学习通平台

随机抽学生回答由定义可

得下列极限分别是多少？

以此判断学生掌握情况。

案例分析：利用第一种函数

极限判别其它函数在某点

处的极限是否存在。
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0 0
lim ( ) lim( 1) 1
x x

f x x
  

    ；

当 0x  时， ( ) 1f x x  ，则函数 ( )f x 的右极限，

0 0
lim ( ) lim ( 1) 1
x x

f x x
  

   ．

因为左极限和右极限存在但不相等，所以当 0x 时 ( )f x
的极限不存在.

定理 1： Axf
xx




)( lim
0

成立的充要条件是

Axfxf
xxxx


 

)( lim)( lim
00

.

（2）自变量 x 的绝对值 |x| 无限增大，称作 x 趋向于

无穷大，记为 x .
定义 4：设函数 f (x) 在 |x| 大于某一正数 M 时有定义，

存在常数 A，对于  > 0， > 0，使得 |x| > M 时，

所有 x 满足 | f (x) - A | <  ，则称 A 是函数 f (x) 在 x
  时的极限，或称函数 f (x) 收敛于 A，记作：

Axf
x




)( lim .

理解为：设函数 f (x) 在 |x| 大于某一正数时有定义，当

|x| > M 时，若函数 f (x) 的值无限接近于某一确定常数

A .

1) 自变量 x 沿数轴正方向趋于无穷大，记为 x + .
定义 5：设函数 f (x) 在 x 大于某一正数 M 时有定义，

存在常数 A，对于   > 0，使得 x > M 时，所有 x 满足

| f (x) - A | <  ，则称 A 是函数 f (x) 在 x + 时的极限，

或称函数 f (x) 收敛于 A，记作： Axf
x




)( lim .

2) 自变量 x 沿数轴负方向趋于无穷大，记为 x - .
定义 6：设函数 f (x) 在 -x 大于某一正数 M 时有定义，

存在常数 A，对于   > 0，使得 -x > M 时，所有 x 满

足 | f (x) - A | <  ，则称 A 是函数 f (x) 在 x - 时的极

限，或称函数 f (x) 收敛于 A，记作： Axf
x




)( lim .

例 3 讨论函数
x

xf 1)(  在 x 时的极限.

解：函数
1( )f x
x

 ，当 x 无限增大时，

即在 x及 x的这两个过程中，都有对

应函数值无限趋于常数0 .

随堂练习 讨论极限 x
x

arctan lim


是否存在？

解: 由函数 ( ) arctanf x x 的基本图形知

讨论：例 3 先让学生进行讨

论，然后随机抽学生回答相

关问题。

随堂练习：提前在学习通上

发布该习题，学生做好习题

后拍照上传可获得相应的

课堂积分，并随即可看到学

生的大体情况。
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lim arctan
2x

x 


  ，

lim arctan
2x

x 


 ，

由于极限 lim arctan
x

x


， lim arctan
x

x


都存在，但不相

等，由定理 2 知，极限 lim arctan
x

x


不存在．

定理 2： Axf
x




)( lim 成立的充要条件是

Axfxf
xx




)( lim)( lim .

2. 函数极限的性质

函数的极限与数列的极限具有一些相似的性质，这里以

0x x 这种形式为代表来叙述函数的极限一些相应的性质，

至于其它形式的极限的性质只要相应地作适当修改即可．

性质 1（唯一性） 函数有极限则必唯一．

性质 2（局部有界性）

若 Axf
xx




)( lim
0

存在，则函数 f (x) 在点 x0 的某去心邻

域内有界.
若 Axf

x



)( lim 存在，则函数 f (x) 在|x| 大于某一正数

M 时有界.
性质 3（局部保号性）

设 Axf
xx




)( lim
0

，且 A > 0（A < 0），则在点 x0 的某

去心邻域内恒有 f (x) > 0（f (x) < 0）.
推论 1
设 Axf

xx



)( lim

0

， Bxg
xx




)( lim
0

，且 f (x)  g (x)，则在

点 x0 的的某去心邻域内恒有 A B.

三、课程小结

1. 函数极限的定义

2. 函数极限的性质

四、布置作业

1. 教材的课后习题

2. 学习通上对应的作业

3. 课后思考：数列极限与函数极限之间的区别与联系？

五、板书设计

难点：函数极限的性质。

课后思考：布置课后思考，

培养学生自主思考的学习

能力，另外，培养学生对所

学知识的归纳能力和对比

能力。
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教学反思

1. 成功之处

我尝试引入并融合了更多的教学方法和手段，如案例教学、讨论、问题导向教学、多

媒体手段等，这个过程有激发学生的学习兴趣和积极性。同时，我也根据学生的学习情况

和反馈及时调整了教学过程，以提高教学效果。

2. 存在问题

我意识到使用的教学手段虽然直观，但也可能导致学生过于依赖图像而忽视了对数学

本质的理解。因此，我需要在教学中平衡好直观与抽象的关系，引导学生深入思考数学本

质。

3. 改进措施

我将加强对学生学习情况的跟踪和反馈，及时发现问题并进行针对性的辅导。同时，

我也会增加练习量和难度，通过多样化的练习形式帮助学生巩固知识并提高解题能力。
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授课题目
§1.5 极限的运算法则

§1.6 极限存在准则及两个重要极限
课时：2学时

教学目标

知识目标：

1. 掌握极限的运算法则。学生能够熟悉并应用极限的四则运算法则，

包括加法、减法、乘法和除法的极限运算法则，以及极限的复合运算法则。

2. 理解极限存在的条件。学生能够理解极限存在的充分必要条件，如

夹逼准则、单调有界准则等，并能够运用这些条件判断极限是否存在。

3. 掌握两个重要极限。

能力目标：

培养学生的应用计算能力。学生能够熟练运用极限的运算法则进行计

算，包括复杂的复合函数极限的计算。

素养目标：

培养学生的逻辑思维品质。学生通过对极限的计算，感受数学的神奇

之处，体会数学逻辑运算的严密性、严谨性。

重点难点
教学重点：极限的运算法则和重要极限。

教学难点：极限存在准则（夹逼定理、单调有界数列必收敛）。

方法手段
教学方法：讲授法、讨论法、案例分析法。

教学手段：多媒体、学习通平台。

教学设计

教学过程 教学活动
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一、导入新课

复习数列极限与函数极限导入新课.

二、讲解新知

1. 极限的四则运算

对于 x x0 或 x 时，下列定理成立

定理 3： 设 Axf )( lim ， Bxg )( lim ，则 ：

  BAxgxfxgxf  )(lim)(lim)()( lim  (1)
  BAxgxfxgxf  )(lim)(lim)()( lim  (2)

)0(
)(lim
)(lim

)(
)(lim  (3)  B

B
A

xg
xf

xg
xf

推论 1：设 Axf )( lim ，c 为常数， 则 ：

  cAxfcxcf  )(lim)( lim
推论 2：设 11 )( lim Axf  ， 22 )( lim Axf  ， 33 )( lim Axf  ...

（有限个），对应地， c1, c2, ... 为常数， 则 ：

 

nn

nn

nn

AcAcAc
xfcxfcxfc

xfcxfcxfc






...
)(lim...)(lim)(lim

)(...)()(lim 

2211

2211

2211

推论 3：设 11 )( lim Axf  ， 22 )( lim Axf  ， 33 )( lim Axf  ...
（有限个）， 则 ：

 

n

n

n

AAA
xfxfcxf

xfxfxf

...
)(lim)...(lim)(lim

)()...()(lim 

21

221

21




特别地，若 Axf )( lim 存在，有正整数 k ，则使得，

    kkk Axfxf  )(lim )(lim .

例 1 求极限 )132(lim 2

1



xx

x
.

解：由推论 2、推论 3 得
2 2

1 1 1 1
lim(2 3 1) lim 2 lim3 lim1
x x x x

x x x x
   

    
2

1 1
2lim 3lim 1
x x

x x
 

   22 1 3 1 1 0      ．

技巧（1）：求多项式函数当 x x0 的极限时，只要把

x0 代替函数中的 x就可以.

例 2 求极限
223

1lim 23

2

2 


 xx
x

x
.

解：因为
3 2 3 2

2
lim(3 2 2) 3 2 2 2 2 18 0
x

x x


         ，

所以

导入新课：是将上堂课的课

后思考问题进行的解答。利

用表格式地总结知识点有

助于学生快速回顾所学知

识。

重点 1：极限的四则运算。

提问：例 2的特点是什么？
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22 2
2

3 2 3 22
2

lim( 1)1 2 1 5lim
3 2 2 lim(3 2 2) 18 18

x

x
x

xx
x x x x






 
  

   
.

技巧（2）：对于求有理分式函数当 x x0 的极限时，

只要带入 x0 后分母不等于 0，也可直接带入求极限.

随堂练习 1 求

4

sin coslim
cos 2x

x x
x




．

解: 因为当
4

x 
 时，分子、分母的极限都是零，所

以先对分式进行化简，有 2 2

sin cos sin cos
cos 2 cos sin
x x x x

x x x
 




sin cos
(cos sin )(cos sin )

x x
x x x x




 
，

当
4

x 
 时，可以约去这个不为零的公因子，所以

4 4

sin cos 1 2lim lim
cos 2 cos sin 2x x

x x
x x x 

 

 
  


．

技巧（3）：对于求有理分式函数当 x 的极限时，

分子分母同时除以 x 的最高次幂.

定理 4（复合函数极限的运算法）

设复合函数 y = f [g(x)] 是由函数 u = g(x) 与函数 y =
f(u) 复合而成，若 0)( lim

0

uxg
xx




，且 g(x)  u0， Auf
uu




)( lim
0

，

则：   Axgf
xx




)( lim
0

.（当 x也适用）.

推论（ x x0 或 x ）设 Axf )( lim （A > 0），

Bxg )( lim ，则：
Bxg Axf )()(lim .

2. 极限存在准则

定理 1 （单调有界原理）单调有界数列必有收敛．

单调递增有上界的数列必有极限，单调递减有下界的数

列必有极限.

例 3 设 a > 0，a0 > 0， 









n
nn a

aaa
2
1

1 ，n = 0, 1, 2, ...，证

明 aan
n




lim .

证：

定理 2 （夹逼定理） 如果数列 {an}、 {bn}、 {cn} 满

足下列条件：

随堂练习 1：在学习通平台

发布，学生以拍照的方式作

答，方便实时纠正明显错

误。

3个技巧：在讲授知识的过

程中随时总结技巧，有助于

学生提高极限的计算能力。

难点：极限存在准则。
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（1）自某项起，有 bn ≤ an ≤ cn
（2） abn

n



lim , acn

n



lim

那么数列 {an} 极限存在，且 aan
n




lim

例 4 求极限 
















 nnnnn 222

1...
2

1
1

1lim

解：

3. 两个重要极限

（1）

例 5 求
0

ln(1 )lim
x

x
x


．

解：
0 0

ln(1 ) 1lim lim ln(1 )
x x

x x
x x 

     
1

0
lim ln(1 ) x
x

x


  ln 1e  ．

例 6 求
0

1lim
x

x

e
x


．

解： 令 1xu e  ，即 ln(1 )x u  ，

则当 0x 时， 0u ，

于是
0 0

1lim lim
ln(1 )

x

x u

e u
x u 





，

利用例 5 的结果，可知上述极限为1，

即
0

1lim 1
x

x

e
x


 ．

（2）
0

sinlim 1
x

x
x

 ．

证 首先注意到函数
sin x
x

对于一切 0x  都有意义，并

且当 x改变符号时，函数值的符号不变，即
sin x
x

是一个偶函

数，所以只需对 x从右侧接近于零时来论证，即只需证明

0

sinlim 1
x

x
x

 ．作单位圆，

例 4：组织学生先进行观察，

尝试进行放缩找到左右两

侧的数列，鼓励学生大胆尝

试。

重点 2：两个重要极限。
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设圆心角 BOC x  0
2

x    
 

，过点 B 的切线与

OC的延长线相交于D，又CA OB ，由图知：

OBC 的面积扇形OBC的面积 OBD 的面积，

故
1 1 1sin tan
2 2 2

x x x  ，即 sin tanx x x  ，

不等号各边都除以 sin x（ sin 0x  ），

得
11

sin cos
x
x x

  或
sincos 1xx
x

  ，从而

2 2 2sin0 1 1 cos 2 sin 2
2 2 2

x x x xx
x

            
   

．

由
2

0
lim 0

2x

x


 ，
0

lim 0 0
x 

 ，根据夹逼准则 2 可得

0

sinlim 1
x

x
x

 ，综上所述，
0

sinlim 1
x

x
x

 ．

例 7 求
0

sin 3lim
x

x
x

．

解： 令 3u x ，则当 0x 时， 0u ，所以

0 0 0

sin 3 sin 3 sinlim 3lim 3lim 3 1 3
3x x u

x x u
x x u  

     ．

注意：如果正弦符号后面的变量与分母的变量相同，且

都趋于零，则有

( ) 0

sin ( )lim 1
( )f x

f x
f x

 ，
( ) 0

tan ( )lim 1
( )f x

f x
f x

 ．

例 8 求 20

1 coslim
x

x
x


．

解：

2 2

22 20 0 0

2sin sin1 cos 12 2lim lim lim
2

2

x x x

x x
x

x x x  


 

 
 
 

2 2

0 0

sin sin1 12 2lim lim
2 2

2 2
x x

x x

x x 

   
   

    
   
   
21 11

2 2
   ．

随堂练习 2 求
0

arcsinlim
x

x
x

．

注意：提醒学生重要极限的

应用不局限在自变量 x。

随堂练习 2：在学习通平台
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解： 令 arcsinu x ，则 sinx u ，当 0x 时，

0u ，所以
0 0

arcsinlim lim 1
sinx u

x u
x u 

  ．

三、课程小结

1. 两个重要极限

2. 函数极限的定理（夹逼、单调有界必收敛）

四、布置作业

1. 教材的课后习题

2. 学习通上对应的作业

五、板书设计

发布，学生以拍照的方式作

答，方便实时纠正明显错

误。

教学反思

1. 成功之处

我通过例题和课堂练习，大部分学生能够准确地进行极限运算，表明这一目标基本达

成。我利用了多媒体演示、电子手写板板书等现代化教学手段辅助教学，能够帮助学生更

好地理解抽象的四则运算和重要极限运算方法。例如，在讲解极限的运算法则时，可以通

过一些简单的极限例子，让学生直观地感受法则的应用。

2. 存在问题

课堂时间有限，无法让每个学生都充分参与讨论和探究，部分学生的积极性没有得到

充分发挥。作业中反映出学生对一些复杂函数的极限计算还存在困难，需要进一步加强练

习和辅导。

3. 改进措施

针对学生在作业中出现的问题，及时进行反馈和辅导。可以安排专门的答疑时间，或

者通过在线平台进行答疑，帮助学生解决学习中遇到的困难。
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授课题目 §1.7 无穷小与无穷大 课时：2学时

教学目标

知识目标：

1. 能够明确理解无穷小和无穷大的基本概念。在极限的过程中，理解

函数值趋近于零或无限增大的情况。

2. 能够理解并掌握无穷小的阶的比较。

能力目标：

培养学生的计算与应用能力。学生能够运用无穷小与无穷大求解极限

问题，如利用无穷小进行函数的极限化简、利用无穷大判断函数的增长趋

势等。

素养目标：

培养学生对古诗词文化的自信以及正确的价值取向。在讲解无穷小时

引入中国古诗词，利用诗词再一次让学生感受故人描述无穷小时的意境美，

进而让学生充分感受中国古诗词所带给我们的文化是多么值得骄傲，培养

学生的文化自信。通过无穷多个无穷小的例子让学生明白团结的力量。

重点难点
教学重点：无穷小和无穷大的性质。

教学难点：无穷小的阶的比较。

方法手段
教学方法：讲授法、讨论法、案例分析法。

教学手段：多媒体、学习通平台。

教学设计

教学过程 教学活动

一、导入新课
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二、讲解新知

1. 无穷小及其性质

（1）无穷小的定义

若函数 f (x) 在 x x0 或 x时的极限为零，则称函

数 f (x) 为 x x0 或 x时无穷小。

注：无穷小是一个以 0 为极限的变量， 0 是无穷小的

唯一常数

（2）无穷小的性质

先试着分析下列问题的结果：

无穷小 + 无穷小 是不是 无穷小 ？

无穷小 - 无穷小 是不是 无穷小 ？

无穷小 × 无穷小 是不是 无穷小 ？

常数 × 无穷小 是不是 无穷小 ？

无穷小 / 无穷小 是不是 无穷小 ？

因此，性质有：

1）有限个无穷小的代数和是无穷小．

2）有限个无穷小的乘积是无穷小．

3）无穷小与有界函数的乘积是无穷小．

例 1 求极限
x

x
x

1sinlim
0

．

解： 当 0x 时，函数 x为无穷小，而
1sin 1
x
 ，即

函数
1sin
x
是有界函数，由性质 2 知，

1sinx
x
是 0x 时的

无穷小，故
0

1lim sin 0
x

x
x
 .

例 2 求极限 





 


 222

1...21lim
n
n

nnn ．

解： 当 n时，式中每一项都是无穷小，但由于项

数随 n增大而不断增加，故不是有限项之和，而是无穷个无

穷小之和，因此不能直接利用性质 1，

由于
2

2 2 2 2 2 2

1 2 1 1 2 1 ( 1)
2 2

n n n n n n
n n n n n n

      
     

 ，

课程思政：让学生感受文学

与数学的关联，感受数学解

释哲理的魅力。

重点 1：无穷小的性质。

课程思政：例 1无穷多个无

穷小之和不一定是无穷小

融入课程思政，“勿以恶小

而为之，勿以善小而不为”。
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所以
2

2 2 2 2

1 2 1 1lim lim
2 2n n

n n n
n n n n 

         
   

 ．

注：无穷多个无穷小之和不一定是无穷小．

（3）函数极限与无穷小之间存在密切联系．

定理 1： )()()(lim
0

xAxfAxf
xx




，其中，α(x) 为 x

 x0 时无穷小.

2. 无穷大及其性质

（1）无穷大的定义

若函数 f (x) 在 x x0 或 x时的绝对值无限增大，

则称函数 f (x) 为 x x0 或 x时无穷大。

注：无穷大不是一个常数，而是一个变量，且在自变量

的某个变化过程中其绝对值无限增大．

（2）无穷大的性质

先试着分析下列问题的结果：

无穷大+ 无穷大 是不是 无穷大 ？

无穷大 - 无穷大 是不是 无穷大 ？

无穷大 × 无穷大 是不是 无穷大 ？

常数 × 无穷大 是不是 无穷大 ？

无穷大 / 无穷大 是不是 无穷大 ？

无穷小 × 无穷大 是不是 无穷大 ？

因此，性质有：

1）两个正无穷大量的和是正无穷大量， 两个负无穷大

量的和是负无穷大量

2）两个无穷大量的乘积仍是无穷大量

3）无穷大量与有界函数的代数和仍是无穷大量.

3. 无穷大与无穷小之间的关系

定理 2：在自变量的同一变化过程中，

若 f (x) 为无穷大，则
)(

1 
xf

为无穷小；

若 f (x) 为无穷小，且 f (x)  0 ，则
)(

1 
xf

为无穷大．

例 3 求极限
1

1lim
21  xx

．

解： 当 1x 时，
2 1x  是无穷小，由定理 2 知，

2

1
1x 
是 1x 时的无穷大，即 21

1lim
1x x
 


．

结论：

重点 2：无穷大的性质。

例 3给出的结论：通过归纳

总结出无穷大比无穷大的

极限可能出现的结果，这有

助于学生掌握对极限运算

的相关方法。
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4. 无穷小阶的比较

无穷小的阶的概念：

设 α 和 β 是自变量在同一变化过程中的两个无穷小

量，且 α  0，

（1）若 0lim 



，则称 β 是 α 的高阶无穷小，记作

β = o(α)；

（2）若 

lim ，则称 β 是 α 的低阶无穷小；

（3）若 0lim  c



，则称 β 是 α 是同阶无穷小；

（4）若 1lim 



，则称 β 是 α 是等价无穷小，记作 β

~ α；

（5）若 0lim  c
k


，则称 β 是关于 α 的 k 阶无

穷小．

定理 3：设 α ~ α，β ~ β，且

lim 存在，则：

'
'limlim









注：1）两个无穷小之比时，分子、分母可被替换；

2）分子分母是多个因子的乘积，其中的因子可被替换．

例 4 求极限 x
x

x 5tan
3sinlim

0
．

解:
0 0

sin 3 3 3lim lim
tan 5 5 5x x

x x
x x 
  ．

随堂练习 1 求极限
xx

e x
x 5

1lim
20 



．

解: 20 0 0

1 1 1lim lim lim
5 ( 5) 5 5

x

x x x

e x
x x x x x  


  

  
．

***需记住***

随堂练习 2 求极限 x
xx

x 30 sin
sintanlim 


．

解: 3 3

tan sin tan (1 cos )
sin sin
x x x x

x x
 

 ．

难点：无穷小阶的比较（尤

其是等价无穷小）。

随堂练习 1：发布于学习通

平台，学生作答后拍照上

传，及时纠错。

随堂练习 2：发布于学习通

平台，学生作答后拍照上

传，及时纠错。
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2

3 3 30 0 0

1
tan sin tan (1 cos ) 12lim lim lim

sin sin 2x x x

x xx x x x
x x x  

 
   ．

例 5 求
  2

0

1 tan 1 1 1
lim

( 1)(1 cos )xx

x x

e x

   

 
．

解: 利用等价无穷小替换

  
2

2

20 0

1 tan 1 1 1 12 2lim lim
( 1)(1 cos ) 2

2

xx x

x x
x x

xe x x
 

   
 

  
．

三、课程小结

1. 无穷小和无穷大的定义与性质

2. 无穷小的比较

3. 等价无穷小替换

四、布置作业

1. 教材的课后习题

2. 学习通上对应的作业

3. 思考：利用等价无穷小是否可以验证重要极限？

五、板书设计

课后思考：提出思考题，帮

助学生课后自主学习，同时

做到及时复习已学知识。

教学反思

1. 成功之处

我利用了中国古诗词进行导课，这提升了学生学习的积极性，基本做到了课程思政潜

移默化地融入了课堂，实现了润物细无声。

2. 存在问题

个别学生已经出现了不按时上课、上课睡觉的情况。

3. 改进措施

我计划在未来的教学中更加关注学生的个体差异，采用个性化的教学策略来满足不同

学生的需求。例如，我可以为那些理解较慢的学生提供更多的辅导和解释，或者为那些理

解较快的学生提供更多的挑战和拓展机会。
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授课题目 §1.8 函数的连续性 课时：2学时

教学目标

知识目标：

1. 理解函数连续性的基本概念、基本性质。

2. 判别间断点，并理解它们与函数连续性的关系。

能力目标：

培养学生的推理与证明能力：学生应能使用连续性的定义和性质进行

推理和证明，如证明连续函数的某些性质或定理。

素养目标：

培养学生的探究精神。鼓励学生对函数连续性进行深入探究，发现其

背后的数学规律和原理。

重点难点
教学重点：连续的定义、间断点的判别。

教学难点：间断点的判别。

方法手段
教学方法：讲授法、案例分析法。

教学手段：多媒体、学习通平台。

教学设计

教学过程 教学活动

一、导入新课

回顾上堂课的知识导入新课.

二、讲解新知

1. 连续函数的概念

定义 1：设函数 y = f (x) 在 x0 的某邻域内有定义，当

自变量在 x0 处的增量 ∆x 趋于零时，函数 y 对应的增量

∆y = f (x + ∆x) - f (x) 也趋于零，即：

提问：抽学生带领全班同学

一同回顾。督促学生快速走

进课堂。

重点：连续的定义。
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  0)()Δ(limΔlim 00
0Δ0Δ




xfxxfy
xx

则称函数 y = f (x) 在点 x0 处连续，点 x0 称为函数 y =
f (x) 的连续点。

增量：∆x 和 ∆y

注：∆x 和 ∆y 可为正或负

例 1 证明 13  xy 在 x = x0 处连续．

证: 函数
3 1y x  在 0x x 处的增量

 3 3 2 2 3
0 0 0 0( ) 1 1 3 3 ( ) ( )y x x x x x x x x               ，

因为
2 2 3

0 00 0
lim lim 3 3 ( ) ( ) 0
x x

y x x x x x
   

          ，所以

函数
3 1y x  在 0x x 处连续．

推导：

定义 2：设函数 y = f (x) 在 x0 的某邻域内有定义，且

在点 x0处的极限值等于该点的函数值，即： )()(lim 0
0

xfxf
xx




称函数 y = f (x) 在点 x0 处连续．

y = f (x) 在 x0 处连续的条件：

1）函数 f (x)在 x0 处有定义

2）x x0 时， )(lim
0

xf
xx

存在

3）极限值与函数值相等 )()(lim 0
0

xfxf
xx




定义 3：设函数 y = f (x) 在 x0 的某左邻域内有定义，

即： )()(lim 0
0

xfxf
xx




，则称函数 f (x) 在 x0 处左连续．

设函数 y = f (x) 在 x0 的某右邻域内有定义，即：

)()(lim 0
0

xfxf
xx




，

则称函数 f (x) 在 x0 处右连续．

指导学生推导分析获得连

续更简单的定义公式，从而

加深学生对连续的理解。
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定理：函数 y = f (x) 在 x0 处连续的充要条件是：既左

连续又右连续.

例 2 讨论函数















 1,

10,
0,12

)(
1

2

xx
xx
xx

xf 在 x = 0 和 x = 1

处连续性．

解:在 0x  处，
0 0

lim ( ) lim(2 1) 1
x x

f x x
  

   ，

2

0 0
lim ( ) lim 0
x x

f x x
  

  ，

由此可知
0 0

lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
  

 ，所以
0

lim ( )
x

f x


不存在，

函数 ( )f x 在点 0x  处不连续．

但是， (0) 2 0 1 1f     ，由
0

lim ( ) (0)
x

f x f


 知，

函数 ( )f x 在点 0x  处左连续．在点 1x  处，

2

1 1
lim ( ) lim 1
x x

f x x
  

  ，
1 1

1lim ( ) lim 1
x x

f x
x  

  ，

易知
1 1

lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
  

 ，故
1

lim ( ) 1
x

f x


 ，

而
2(1) 1 1f   ，则有

1
lim ( ) (1)
x

f x f


 ，所以函数 ( )f x

在 1x  处连续．

定义 4：若函数 y = f (x) 在开区间 (a, b) 内每一点都连

续，则称函数 f (x) 在开区间 (a, b)内连续．

若函数 y = f (x) 在开区间 (a, b) 内每一点都连续，且在

左端点 a 处右连续、右端点 b 处左连续，则 称函数 f (x) 在

闭区间 [a, b] 上连续.

例 3 证明函数 xxf sin)(  在 (-, +) 上连续.

证： 设 0x 为 ( , )  内任意一点，当自变量 x在 0x 处

取得增量 x 时，对应的函数增量为

0 0 0sin( ) sin 2cos sin
2 2
x xy x x x x          

 
．

因为
02cos 2

2
xx    

 
，而当 0x  时，sin 0

2
x
 ，

根据有界函数与无穷小乘积是无穷小，得
0

lim 0
x

y
 

  ，

因此，函数 siny x 在点 0x 处连续，由 0x 的任意性，

故函数 siny x 在 ( , )  内连续．

随堂练习1 判断函数











0,    0    

0,1sin
)(

x

x
x

x
xf 在 x = 0 处的连

续性．

解：无穷小乘以有界函数为无穷小，因此连续.

2. 函数的间断点

定义 5：若函数 f (x) 在点 x0 处不连续，则称点 x0 为

证明：借助多媒体与电子手

写板证明例 3，清晰地展示

证明过程，通过证明以培养

学生的分析与辩证能力。

随堂练习 1：发布于学习通

平台，学生作答后拍照上

传，及时纠错。

重点（也是难点）：函数的

间断点。
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函数 f (x) 的间断点.
定义 6：第一类间断点： 若函数 f (x) 在点 x0 处的左

极限和右极限都存在且不等于 f (x0) 或者 f (x0) 没有定义.
可去间断点：左极限和右极限都存在且相等；

跳跃间断点：左右极限存在但不相等.

定义 7：第二类间断点： 若函数 f (x) 在点 x0 处的左

极限和右极限至少一个不存在.
无穷间断点：至少一个极限为无穷大；

震荡间断点：至少一个极限不存在且非无穷大。

3. 连续函数的性质

性质 1 ( 连续函数的四则运算 )
若函数 f (x)、 g(x) 在点 x0 处连续，则： f (x) ± g(x) 、

f (x) × g(x)、f (x) / g(x) (g(x) 0) 在点 x0 处也连续.
性质 2 ( 复合函数的连续性 )
设函数 f [g(x)] 由函数 u = g(x) 与函数 y = f (u) 复合

而成，若 u = g(x) 在点 x0 连续，且 u0 = g(x0) ， y = f (u) 在

点 u0 处连续，则函数 f [g(x)] 在点 x0 连续.
)]([)]([lim 0

0

xgfxgf
xx




)()(lim 0
0

xgxg
xx




)](lim[)]([lim
00

xgfxgf
xxxx 



例 4 求

x

x x






 



11 lim .

解： 当 x时，

1 1ln 1 ln 111
xx x

x xe e
x

       
       

 
，

由于
1lim 0

x x
 ，因此

1 1 1ln 1 lim ln 1 lim1lim 1 lim x x

x x x xx x x
x x

e e e e
x

 

        
   

 

      
 

．

性质 3 ( 反函数的连续性 )
严格递增（或递减）的连续函数的反函数也是严格递增

（或 递减）的连续函数．

性质 4 ( 基本初等函数在其定义域内是连续的．)
性质 5 一切初等函数在其定义区间内是连续的.

4. 闭区间上连续函数的性质

最大值和最小值定理：

定义 1：设函数 f (x) 在 x0 的某一闭区间 I 上有定义，

若存在 x0  I ，使得对于任一 x0  I 都有 )()( 0xfxf  ，则

称 f (x0 ) 是函数 y = f (x) 在闭区间 I 上的最大值；若存在

x0  I ，使得对于任一 x0  I 都有 )()( 0xfxf  ，则称 f (x0 )
是函数 y = f (x) 在闭区间 I 上的最小值。

定理 1：设函数 f (x) 在闭区间 [a, b] 上连续，则 f (x) 在
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[a, b]上必有最大值 M 和 最小值 m ，即在[a, b]上至少存

在一点 1 和一点 2 ，使得 f (2) = M ， f (1) = m ，且 m
≤ f (x) ≤ M ， x  [a, b].

注： 此定理对于开区间 (a, b) 内的连续函数或在闭区

间[a, b]上有间断点的函数，定理的结论未必成立。

定理 2 ( 介值定理 )
设函数 f (x) 在闭区间 [a, b] 上连续，则 f (x) 在[a, b]

上必有最大值 M 和 最小值 m ，则: 对任意 c [m, M ] ，

则在 [a, b] 上至少存在一点 ，使得 f ( ) = c ．

定理 3 ( 零点定理 )
设函数 f (x) 在闭区间 [a, b] 上连续，且 f (a) f (b) < 0，

则在 (a, b) 上至少存在一点 ，使得 f () = 0 ．

随堂练习 2 证明方程 0124  xx 在 (1, 2 ) 内至少有

一个根．

证：设函数
4 2( ) 1f x x x   ，则 ( )f x 为初等函数，

且它在[1, 2]上连续，又 (1) 1 0f    ， (2) 11 0f   ，根

据零点定理，在区间 (1, 2) 内至少有存在一点  ，使得

( ) 0f   ， (1, 2)  ，即
4 2 1 0    ，这等式说明方程

4 2 1 0x x   在区间 (1, 2)内至少有一个根．

三、课程小结

1. 函数在某个定点连续的概念和三个条件

连续：极限值等于函数值

2. 间断点及其类别的判断（两大类间断点）

3. 1 个定理（左右连续）和 5 个性质的应用

随堂练习 2：发布于学习通

平台，学生作答后拍照上

传，及时纠错指正。
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四、布置作业

1. 教材的课后习题

2. 学习通上对应的作业

3. 思考：四种间断点怎么快速记忆其各自的特点？

五、板书设计

课后思考：布置课后思考，

培养学生自主思考的学习

能力，并提醒学生要记住间

断的特点，然后进行判别。

教学反思

1. 成功之处

在课程内容安排上，我尽量做到了深入浅出，并利用推理分析的方式讲解新的知识，

方便学生理解，并能够深刻记住。从课堂互动和课后作业来看，大部分学生对函数连续性

的基本概念、性质和间断点知识掌握较好。

2. 存在问题

整个课堂上的理论知识偏多，互动性偏少。

3. 改进措施

在教学方法上，我将尝试引入更多的互动元素，如小组讨论、翻转课堂等，以提高学

生的参与度和学习效果。同时，我也可以利用多媒体等现代教学手段，使教学内容更加生

动有趣。
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第 2章 导数与微分

授课题目 §2.1 导数的概念 课时：2学时

教学目标

知识目标：

1. 理解导数的概念。学生会使用导数的定义式求函数在给定点的导数

值，理解单侧导数，明确导数与连续的关系。

2. 掌握导数的几何意义。学生会求切线方程和法线方程。

能力目标：

培养学生归纳推理能力。通过对导数概念的学习，使学生能够从具体

案例中抽象出一般的规律，提高归纳推理能力。

素养目标：

培养学生直观想象素养。通过理解导数的几何意义（即函数在某点的

切线斜率），加强学生的直观想象素养，使他们能够借助几何图形理解和

分析数学问题。

重点难点
教学重点：导数的定义、导数的几何意义。

教学难点：导数与连续的关系。

方法手段
教学方法：讲授法、案例分析法。

教学手段：多媒体、学习通平台。

教学设计

教学过程 教学活动

第 2章的章节介绍：

微积分学由微分学与积分学两大部分构成，微分学又分

为一元函数微分学与多元函数微分学，导数与微分是微分学

中两个最基本的概念．本章研究的是一元函数微分学．首先

我们以极限概念为基础，从实际应用问题中引出一元函数的
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导数的概念，然后给出求一元函数导数的基本公式和求导的

运算法则，最后介绍微分的概念、求法及其简单的应用．

一、导入新课

1. 曲线的切线的斜率

设函数 y = f (x) 的图形是一条曲线，确定曲线在某点

M(x0 , y0) 处的切线的斜率：

0

0

0

0 )()(
xx
xfxf

xx
yykMN










0

0

0

0 )()(limlim
00 xx

xfxf
xx
yyk

xxxx
M











2. 边际成本

设总成本函数为 C = C(Q) ，当产量 Q 有增量 ∆Q 时，

成本函数的增量 ∆C = C(Q+∆Q) - C(Q) ，此时，平均成本为，

Q
QCQQC

Q
QCQC





 )()()()( 



设产品的产量是连续变化的（可无限划分的），则边际

成本就是总成本的变化率

Q
QCQQC

Q
QC

QQ 







)()(lim)(lim
00






含义：当产生了 Q 单位产品时，再增加一个单位产品使总

成本增加的数量。

从两个引例可总结：

1）变化率的问题；

2）增量趋于 0；

以思维导图的形式展示章

节内容，启发学生在学习中

要养成逻辑性，要有知识体

系，才能清晰本章知识与知

识之间的联系。

案例分析：通过具体案例抽

象概括出导数的概念，使学

生能够认识到导数在社会

生活和科学研究中的广泛

应用。同时也提升了学生学

习导数的兴趣。
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3）相同的结构形式，增量比的极限.

二、讲解新知

1. 导数的定义

定义 1：设函数 y = f (x) 在 x0 的某邻域内有定义，当自

变量 x 在 x0 处取得增量 ∆x，对应地 ，y 取得增量 ∆x = f
(x) -f (x0)，如果极限

 
x

xfxxf
x
y

xx Δ
)()Δ(lim

Δ
Δlim 00

0Δ0Δ






存在，则: 称函数 y = f (x) 在 x0 处可导，极限值称为其导数

值，

记为 f  (x0)，或
000

)(,,' xxxxxx dx
xdf

dx
dyy 

，即，

 
x

xfxxf
x
yxf

xx Δ
)()Δ(lim

Δ
Δlim)(' 00

0Δ0Δ
0






若 h = ∆x，
 

h
xfhxfxf

h

)()(lim)(' 00

0
0






若 x = x0 + ∆x，
 

0

0
0

)()(lim)('
0 xx

xfxfxf
xx 






均称函数 y = f (x) 在 x0 处可导.
如果函数 y = f (x) 在开区间 (a, b) 内的每一点都可

导，则说明 f (x) 在开区间 (a, b) 内可导，对任意的 x  (a, b)
有：

 
x

xfxxf
x
yxf

xx Δ
)()Δ(lim

Δ
Δlim)(' 00

0Δ0Δ
0






称 f  (x0) 为 f (x) 导函数（导数），记为 f  (x)，或

dx
xdf

dx
dyy )(,,'

。

例 1 求函数 f (x) = C (C 是常数) 的导数.

解：
0 0

( ) ( )( ) lim lim 0
x x

f x x f x C Cf x
x x   

      
 

.

即 ( ) 0C   ．

例 2 求函数 f (x) = xn (n  N+) 的导数.
解： 由定义有

( ) ( )( ) lim lim
n n

x a x a

f x f a x af a
x a x a 

   
 

1 2 1 1 lim( )n n n n

x a
x ax a na   


     .

推广：可得
1)(  nn nxx . 更一般地，有

1)(   xx
（  为实数）.
例 3 求函数 f (x) = sinx 的导数

解： 由定义有

0 0

( ) ( ) sin( ) sin( ) lim lim
h h

f x h f x x h xf x
h h 

     

0

1  lim 2cos( )sin
2 2h

h hx
h

  

重点 1：导数的定义。

例 1—例 5：利用导数的定

义求出部分基本初等函数

的导数，利用手写笔在多媒

体上一步步演示，以提高学

生对导数的定义公式的熟

悉度。
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0

sin
2lim cos( )

2
2

h

h
hx h

  

cos x .
即 (sin ) cosx x  . 类似可得 xx sin)(cos  .

例 4 求函数 ( ) xf x e 的导数.
解： 由定义有

0 0

( ) ( )( ) lim lim
x h x

h h

f x h f x e ef x
h h



 

    

0 0 0

1 1  lim lim lim
h h

x x x x

h h h

e e he e e e
h h h  

 
    .

即 ( )x xe e  . 类似可得 ( ) lnx xa a a  .
例 5 求函数 ( ) lnf x x 的导数.

解： 由定义有

0 0

( ) ( ) ln( ) ln( ) lim lim
h h

f x h f x x h xf x
h h 

     

0 0

1 1lim ln lim ln(1 )
h h

x h h
h x h x 


  

1 1

0 0
lim ln(1 ) ln lim(1 )

x
h h x

h h

h h
x x



 
   

1 1ln xe
x

  . 即
1(ln )x
x

  .

定义 2：设函数 y = f (x) 在 x0 的左邻域内有定义，当自

变量 x 在 x0 的左侧取得增量 ∆x，对应地 ，y 取得增量 ∆x
= f (x) -f (x0)，如果极限

 
x

xfxxf
x Δ

)()Δ(lim 00

0Δ


 、 0

0 )()(lim
0 xx

xfxf
xx 




存在，则: 称函数 y = f (x) 在 x0 左侧可导，极限称为左导数。

记为 f- (x0)。
同理，设函数 y = f (x) 在 x0 的右邻域内有定义，当自变

量 x 在 x0 的右侧取得增量 ∆x，对应地 ，y 取得增量 ∆x =
f (x) -f (x0)，如果极限

 
x

xfxxf
x Δ

)()Δ(lim 00

0Δ


 、 0

0 )()(lim
0 xx

xfxf
xx 




存在，则: 称函数 y = f (x) 在 x0 右侧可导，极限称为右导数。

记为 f+ (x0)。
性质：函数 y = f (x) 在 x0 处可导的充要条件是：y = f (x)

在 x0 处的左导数和右导数都存在且相等，即 f+ (x0) = f-
(x0)。

若 f (x) 在 (a, b) 内可导，且在 a 点的右导数存在，在

b 点的左导数存在，则 f (x) 在[a, b] 内可导.
例 6 讨论函数 ||)( xxf  在 x = 0 处的可导性.

解：

0
lim
x

y
x 




 0 0 0

(0 ) (0) | | 0 | |lim lim lim
x x x

f x f x x
x x x     

     
 

  
.
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由于 0( )f x 
0 0

| |lim lim 1
x x

x x
x x    

 
 

 
，

0( )f x 
0 0

| |lim lim 1
x x

x x
x x    

 
  

 
.

因此
0

(0 ) (0)lim
x

f x f
x 

  


不存在，故 ||)( xxf  在 0x 处

不可导.

随堂练习 1 设函数

2

3

1
( )

2 1
x x x

f x
x x

  
 


，判别 )(xf 在

1x  处是否可导.

解：由于
1

( ) (1)lim
1x

f x f
x




2

1

2lim
1x

x x
x

 




1

( 1)( 2)lim
1x

x x
x

 


 1
lim( 2) 3
x

x


   ，

1

( ) (1)lim
1x

f x f
x




3

1

2 2lim
1x

x
x





2

2

1 1

2( 1)( 1)lim 2 lim( 1) 6
1x x

x x x x x
x  

  
    


，

所以 )(xf 在 1x  处不可导.

2. 函数可导与连续的关系

分析：

定理：函数 y = f (x) 在 x0 处可导可推出函数 y = f (x) 在

x0 处连续。是充分非必要条件.

3. 导数的几何意义

若函数 y = f (x) 在 x0 处可导，则函数 y = f (x) 在 x0 处

的导数为曲线 f (x) 在( x0, y0)处的切线的斜率.

切线方程： ))((' 000 xxxfyy 

法线方程： )0)('(),(
)('

1
00

0
0 


 xfxx

xf
yy .

随堂练习 1：提前将该题目

发布到学习通上，学生作答

后发到学习通，及时点评，

以巩固新学知识。

难点：导数与连续的关系。

重点 2：导数的几何意义，

会求切线方程和法线方程。

利用学习通平台抽学生回

答，写出方程需要哪些条
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例 7 求曲线
1y
x

 在点
1( , 2)
2

处的切线和法线的方程.

解： 因为 2

1y
x

   ，所以曲线
1y
x

 在点
1( , 2)
2

处

的切线的斜率为-4，故切线的方程为
12 4( )
2

y x    ，即

4 4 0x y   .

而法线的斜率
1
4

k  ，所以法线的方程为
1 12 ( )
4 2

y x   ，

即 2 8 15 0x y   .

三、课程小结

1. 导数的定义（常见函数求导）

2. 导数与连续的关系

3. 导数的几何意义

四、布置作业

1. 教材的课后习题

2. 学习通上对应的作业

3. 思考：函数 tanx 的求导公式是怎么得到的？

五、板书设计

件，以此调动学生的积极互

动性。

课后思考：布置课后思考，

培养学生自主思考的学习

能力。这也是督促学生去预

习后续知识。

教学反思

1. 成功之处

利用手写笔在多媒体上讲解相关习题，使得学生听课的积极性有所提高。课前，设计

了实例进行导入，激发学生对新知识的渴望，使学生能够认识到导数在社会生活和科学研

究中的广泛应用。同时也提升了学生学习导数的兴趣。

2. 存在问题

在讲课中，导数的写法出现了不规范的情况。

3. 改进措施

在今后，将从细节上学习和明确高等数学里的专业名词和表示方式，以身作则，避免

将来再次出现不规范的情况。通过本次教学反思，我认识到在导数概念的教学中还存在一

些不足之处。另外，在未来的教学中，我将更加注重学生的实际需求和学习效果，努力改

进教学方法和手段，以提高学生的数学素养和综合能力。同时，我也将不断学习和探索新

的教学理念和方法，以更好地适应教育发展的需要。
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授课题目 §2.2 求导法则与导数公式 课时：2学时

教学目标

知识目标：

1. 熟练掌握基本初等函数的导数公式，包括但不限于常数函数、幂函

数、三角函数、指数函数、对数函数等的导数公式。

2. 理解并掌握函数的和、差、积、商的求导法则，能正确应用这些法

则求出复杂函数的导数。

能力目标：

培养学生分析问题和解决问题的能力。能够通过观察和分析函数的特

性，选择合适的求导方法和公式进行求解。

素养目标：

培养学生的团队协作和沟通能力。通过小组讨论和合作完成项目等形

式，培养学生的团队精神和合作意识。

重点难点
教学重点：求导法则与导数公式。

教学难点：复合函数和反函数求导法则。

方法手段
教学方法：讲授法、讨论法、案例分析法。

教学手段：多媒体、学习通平台。

教学设计

教学过程 教学活动

一、导入新课

复习导数的定义导入新课.

二、讲解新知

1. 函数的和、差、积、商的求导法则

定理 1：设函数 u = u(x) 、 v = v(x) 在 x 点可导 ，则
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)(')('' )]()([ xvxuxvxu 

)(')()()('' )]()([ xvxuxvxuxvxu 

)0)((  
)(

)(')()()('' ]
)(
)([ 2 


 xv

xv
xvxuxvxu

xv
xu

)('' )]([ xcuxcu 

例 1 讨论函数 y = tanx 和 y = cotx .
解：

2

sin (sin ) cos sin (cos )(tan )
cos cos

x x x x xx
x x

      
 

2 2

2 2

cos sin 1
cos cos

x
x x


  x2sec .

随堂练习 1 求函数 xy sec 的导数.

解：

2 2

1 (cos ) sin(sec ) sec tan
cos cos cos

x xx x x
x x x

        
 

．

同理可得： xx 2csc)(cot  ； xxx cotcsc)(csc  .

例 2 函数
6

sincos3)( 3 
 xexxf x

，求 f '(x) 和 f

'(π/2).

解:
2( ) 3 3( cos )xf x x e x  

23 3( cos sin )x xx e x e x   

23 3 cos sinxx e x x  （ ）.

2
2( ) 3 3 cos sin

2 4 2 2
f e

      （ ） 2 23 3
4

e


  .

例 3 设
2( ) lnf x x x ，求 ( )f x .

解：
2 2( ) ( ) ln (ln )f x x x x x  

2 12 lnx x x
x

   (2 ln 1)x x  .

例 4 设
sin( )

1 cos
xf x
x




，求 ( )f x .

解：
sin( )

1 cos
xf x
x

     

随堂练习 1：将习题发布于

学习通，学生作答后上传答

案，及时检查学生的做大情

况。
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2

(sin ) (1 cos ) sin (1 cos )
(1 cos )

x x x x
x

   




2

cos (1 cos ) sin ( sin )
(1 cos )

x x x x
x

  



1

1 cos x



.

2. 反函数的求导法则

定理 2：如果函数 x = f (y) 在区间 Iy 内单调、可导，且

f '(y)  0，则:它的反函数 y = f -1(x) 在区间 Ix = {x | x = f (y), y
 Iy }内也可导，且

)('
1' )]([ 1

yf
xf 

或

dy
dxdx

dy 1


即，反函数的导数等于原函数导数的倒数.

例 5 求函数 xy arcsin 的导数.

解: 设 yx sin ]
2

,
2

[ 
y 为直接函数，其反函数

xy arcsin ，

由公式
yy

x
cos

1
)(sin

1)(arcsin 


 .

又由于
22 1sin1cos xyy  ，

因此
21

1)(arcsin
x

x


 .

类似可得
21

1)(arccos
x

x


 .

讨论： 21
1)(arctan
x

x


 、 2

1(arccot )
1

x
x

  


是怎么得

到的？

3. 复合函数的求导法则

定理 3：设函数 u = g(x) 在 x 点可导，y = f (u) 在 u =
g(x)点可导，则复合函数 y = f [g(x)] 在 x 点可导，导数为，

)(')('' xguf
dx
dyy  或

dx
du

du
dy

dx
dyy ' .

设 y = f (u) 、 u = g (v) 和 v = h (x) 构成复合函数，导数为：

)(')(')('' xhvguf
dx
dyy  或

dx
dv

dv
du

du
dy

dx
dyy '

------------“由 外 到 内 的 链 式 法 则”------------

例 6 求函数
3xey  的导数.

解:
dy
dx


3

( )xe 
3 3( )xe x 

3 23xe x
323 xx e .

重点 1（也是难点）：复合

函数的求导法则。

讨论：根据例 5的方法，组

织小范围讨论反余切函数

的导数如何获得。

重点 2（也是难点）：复合

函数的求导法则。
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例 7 求函数
3)(arctan xy  的导数.

解:
dx
dy 23(arctan ) arctanx x  （ ）

2 13(arctan )
1

x x
x



（ ）

23(arctan )
2(1 )

x
x x




.

例 8 求函数
x

y 1cosln 的导数.

解:
dx
dy 1 1(cos )1cos x

x



1 1 1( sin )( )1cos x x
x

 

2

1 1tan
x x

 .

例 9 设
2 (arctan )y f x ，求

dx
dy

.

解：
dx
dy 2 (arctan )[ (arctan )]f x f x 

2 (arctan ) (arctan ) (arctan )f x f x x   

2

12 (arctan ) (arctan )
1

f x f x
x

  


2

2 (arctan ) (arctan )
1

f x f x
x

 


.

随堂练习 2 求函数 )(sin 2xfy  的导数.

解:
dx
dy 2 2(sin ) (sin )f x x  

2 2 2(sin ) cos ( )f x x x   
2 22 cos (sin )x x f x  .

4. 基本初等函数的求导公式

三、课程小结

随堂练习 2：将习题发布于

学习通，学生作答后上传答

案，及时检查学生的做大情

况。

重点 3：基本初等函数的求

导公式（要求记住）。
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1. 导数的四则运算

2. 复合函数导数求导

3. 反函数求导

4. 求导公式

四、布置作业

1. 教材的课后习题

2. 学习通上对应的作业

3. 课后要求：记住基本初等函数的求导公式

五、板书设计

教学反思

1. 成功之处

利用手写笔在多媒体上讲解大量的习题，利用讨论的方式加强学生自主学习和思考，

利用随堂练习等方式，使得学生对基本求导法则和公式掌握程度良好，能够运用这些法则

和公式求解基本函数的导数问题。

2. 存在问题

学生回答问题的积极性不见提高，整个课堂缺乏活力。

3. 改进措施

在今后，我将关注并私下问询学生的上课情况，采取不同的教学策略，满足不同学生

的学习需求。对于学习困难的学生，我将给予更多的关注和帮助，鼓励他们积极参与课堂

学习和讨论。
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授课题目 §2.3 隐函数及由参数方程确定的函数的导数 课时：2学时

教学目标

知识目标：

1. 掌握隐函数求导方法。学生能够熟悉并应用隐函数求导的公式和步

骤，包括利用链式法则和方程两边同时对 x求导的方法。

2. 掌握参数方程确定的函数的导数求法。学生能够掌握通过参数方程

求导的方法，包括利用链式法则和参数方程对参数求导后消去参数的方法。

能力目标：

培养学生计算能力。学生能够熟练运用隐函数和参数方程求导的公式

和步骤，进行准确的计算。

素养目标：

培养学生的数学素养。通过隐函数和参数方程求导的学习，培养学生

的数学逻辑思维和数学推理能力，提高数学素养。

重点难点
教学重点：隐函数及由参数方程确定的函数的导数。

教学难点：由参数方程确定的函数的导数。

方法手段
教学方法：讲授法、案例分析法。

教学手段：多媒体、学习通平台。

教学设计

教学过程 教学活动

一、导入新课

复习复合函数求导和求导公式导入新课.

二、讲解新知

1. 隐函数求导

设 y = f (x)，是由方程 F(x, y) = 0 确定的隐函数，将

y = f (x) 代入方程 F(x, y) = 0 中得到恒等式，
0))(,( xfxF

复习以抽问的方式。

重点 1：隐函数求导。
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则利用复合函数的求导法则，将 y 看成是引入的中间变

量，对等式两边的自变量 x 求导，即可得到
dx
dy

.

实质上，y 是关于 x 的函数，F 就是关于 x 的复合

函数.

例 1 求由方程 y5 + 2y - x -3x7 = 0 确定的隐函数的导数

dx
dy

.

解： 将方程两边同时对 x求导，得

021125 64  x
dx
dy

dx
dyy ，

解得：
6

4

21 1
5 2

dy x
dx y





.

例 2 设 ( )y f x 是由方程
y xe e xy ＝ 确定的隐函数，求

0x
dy
dx  .

解： 将方程两边同时对 x求导，得
y xe y e y xy  ＝ ，

解得：
x

y

dy e y
dx e x


＋

－
.

当 0x  时， 0y  . 所以有
0

0 0
0

1x
y

dy e
dx e


 

＋0

－0
.

例 3 求
xxy sin （ 0x ）的导数.

解： 等式两边取对数，得

xxy lnsinln  ，将方程两边同时对 x求导，得

x
xxxy

y
1sinlncos1
 ，于是

sinsin sin(cos ln ) (cos ln )xx xy y x x x x x
x x

     .

例 3 求导数的方法称为对数求导法.

讨论：
)4)(3(
)2)(1(





xx
xxy ，求 y'.

解： 将方程两边取对数(假定 4x  ),得

1ln [ln( 1) ln( 2) ln( 3) ln( 4)]
2

y x x x x        ，

上式两端同时对 x求导，得

'1 1 1 1 1 1( )
2 1 2 3 4

y
y x x x x

   
   

，于是

1 ( 1)( 2) 1 1 1 1( )
2 ( 3)( 4) 1 2 3 4

x xy
x x x x x x
 

   
     

.

2. 由参数方程所确定的函数的导数

例 1-3：举例说明，利用电

子手写板展示具体过程，具

有直观性，督促学生掌握解

题技巧。

讨论：组织学生讨论该题的

求解方法，并鼓励学生自告

奋勇上台为大家做讲解，锻

炼学生的叙述能力和逻辑

能力。

重点 2（也是难点）：由参
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一般地，参数方程为








)(
)(
tvy
tux

通过消去 t 可确定 y = y (x) 或 x = x (y)，称此函数为该参

数方程所确定的函数.
利用复合函数求导法则：

例4 求蔓形线
2

3 3

3 3,
1 1
t tx y
t t

 
 

所确定的函数 ( )y f x

的导数
dy
dx

.

解：

32

33 23

3 3

3 3 2

3 (2 )3( ) (2 )(1 )1
3 3(1 2 ) 1 2( )

1 (1 )

t tdy t
dy t ttdt t

dx t tdx t
dt t t


    

 
 

.

随堂练习 求椭圆曲线
2cos
sin

x t
y t


 
在

4


t 相应点处的切

线方程.

解：当
4

t 
 时, 2cos 2

4
x 
  ，

2sin
4 2

y 
  ，

曲线在相应点处的切线的斜率为

4 4 4

(sin ) cos 1
(2cos ) 2sin 2t t t

dy t t
dx t t  

  


   

 
.

于是切线的方程为
2 1 ( 2)

2 2
y x    ，

即 2 2 2 0x y   .

三、课程小结

1. 隐函数求导方法

2. 参数方程确定的函数的求导方法

四、布置作业

1. 教材的课后习题

2. 学习通上对应的作业

3. 思考：如何求一阶导数的导数？

五、板书设计

数方程所确定的函数的导

数。

例 4举例说明，利用电子手

写板展示具体过程，具有直

观性，督促学生掌握解题技

巧。

随堂练习：将习题发布于学

习通，学生作答后上传答

案，及时检查学生的做大情

况。

课后思考：布置课后思考，

培养学生自主思考的学习

能力。这也是督促学生去预

习后续知识。
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教学反思

1. 成功之处

在讲解隐函数和参数方程的概念时，我注重实例的引入，通过具体的例子帮助学生理

解这些抽象的概念。在讲解两种函数求导方法时，我注重公式的推导过程，让学生明白每

一步的来龙去脉，从而加深对公式的理解和记忆。

2. 存在问题

对于难点知识，参数方程求导方法，由于例子和练习偏少，学生理解有难度。

3. 改进措施

在今后的教学中，我将更加注重教学方法与策略的选择、课堂互动的加强、练习与反

馈的及时性以及教学资源的利用等方面的工作，努力提高学生的学习效果和兴趣。同时，

我也将关注学生的个体差异，采取差异化的教学策略，帮助每个学生都能取得进步和成长。
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授课题目 §2.4 高阶导数 课时：2学时

教学目标

知识目标：

1. 理解高阶导数的定义。

2. 掌握高阶导数的求法。学生能够熟练掌握高阶导数的求导法则，包

括链式法则、乘积法则、商法则等在高阶导数中的应用，并能正确求出给

定函数的高阶导数。

能力目标：

培养学生的计算和逻辑推理能力。学生能够根据高阶导数的定义和性

质，进行逻辑推理，理解高阶导数在函数性质分析中的作用。

素养目标：

培养学生持续学习与自我提升意识。培养学生对数学学习的持续兴趣

和热情，鼓励他们不断学习和探索新的数学知识，提升自我。

重点难点
教学重点：二阶导数。

教学难点：参数方程的二阶导数。

方法手段
教学方法：讲授法、讨论法、案例分析法。

教学手段：多媒体、学习通平台。

教学设计

教学过程 教学活动

一、导入新课

复习一阶导函数导入新课.

二、讲解新知

1. 高阶导数的定义

定义 1：一般函数 y = f (x) 的导数是 y' = f '(x) ，仍是关

于 x 的函数 ，若函数 y' = f '(x) 仍可导，则其导数为 y = f (x)
的二阶导数.

抽问参数方程和隐函数的

一阶导数的求法。
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记作： 2

2

2

2 )(        )(''''
dx

xfd
dx
ydxfy ；；；

))'('())(()()('''' xf
dx
xdf

dx
d

dx
dy

dx
dxfy 

类似地，

1）可以得到 y = f (x) 的三阶导数 y(3) = f (3)(x) ，

3

3

   
dx
yd
，也是 y' = f '(x) 的二阶导数；

2）可以得到 y = f (x) 的四阶导数 y(4) = f (4)(x) ，

4

4

   
dx
yd
，也是 y' = f '(x) 的三阶导数；

3）可以得到 y = f (x) 的 n 阶导数 y(n) = f (n)(x) ，

n

n

dx
yd   ，也是 y' = f '(x) 的 n-1 阶导数.

“求 n 阶导数就是连续对函数求 n 次导数”.
例 1 设

4 siny x x  ，求 y .
解：

34 cosy x x   ，
212 siny x x   ，

24 cosy x x   .

2. 二阶导的求法

例 2 设 lnxy e x ，求 y .

解:
1 1ln (ln )x x xy e x e e x
x x

     ，

2

1 1 1 1[ (ln )] (ln ) ( )x x xy e x e x e
x x x x

      

2

2 1(ln )xe x
x x

  

例 3 求由方程
ye x y  所确定的隐函数 ( )y x 的二阶导数

求 2

2

dx
yd

.

解： 将方程两边同时对 x求导，得 1ye y y   ，解得

1
1yy

e
 


.

所以

2

2 2

01( ) ( )
1 ( 1)

y

y y

dyed y d dy d dx
dx dx dx dx e e

 
  

 

2 3

1
1

( 1) (1 )

y
yy

y y

e ee
e e

 
 

 
.

例 4 设函数 ( )y f x 由方程 0sin
2
1

 yyx 确定，求

重点：二阶导的求法。
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2

2

dx
yd

.

解：方法一

将方程两边同时对 x求导，得
11 cos 0
2

dy dyy
dx dx

    ，

解得
ydx

dy
cos2
2


 .

所以
2

2 2

2sin2( ) ( )
2 cos (2 cos )

dyyd y d dy d dx
dx dx dx dx y y


  

 

3

4sin
(cos 2)

y
y




.

方法二

将方程两边同时对 x求导，得
11 cos 0
2

y y y     ，

解得
2

2 cos
y

y
 


.

两端再对 x求导，得

1 [( sin ) cos ] 0
2

y y y y y y           ，

解得
2( ) sin

cos 2
y yy

y


 


，

所以

2

3

2( ) sin
4sin2 cos

cos 2 (cos 2)

y
yyy

y y
  

 
.

例 5 计算由参数方程







)cos1(
)sin(
tay
ttax

所确定的函数

( )y f x 的二阶导数 2

2

dx
yd

.

解： 由于

sin sin cot
(1 cos ) 1 cos 2

dy
dy a t t tdt

dxdx a t t
dt

   
 

（ Znnt  ,2  ），

2
2

2

( ) 1( ) csc
2 2

(1 cos )

dyddy tdxdd y dx dt
dxdx dx a t
dt


  



2
2

1 1 1
(1 cos ) (1 cos )2sin

2
t a t a t

    
 

（ Znnt  ,2  ）

例 2-5：举例说明，利用电

子手写板展示具体过程，具

有直观性，督促学生掌握解

题技巧。

难点：参数方程的二阶导。
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随堂练习 计算由参数方程

3

3

1x t
y t t

  


 
所确定的函数

( )y f x 的二阶导数
2

2
0x

d y
dx



.

解： 由于
2

2 2

1 3 11
3 3

dy
dy tdt

dxdx t t
dt


   


，

2 3

2 2 5

( ) 2( ) 23
3 9

dyddy dxdd y dx dt t
dxdx dx t t
dt

    


.

当 0x  时， 1t  所以
2

2 5
10

2 2
9 9tx

d y
dx t 

    .

3. 几种常见函数的高阶导数

随堂练习：将习题发布于学

习通，学生作答后上传答

案，及时检查学生的做大情

况。

讨论：第 3部分内容，以讨

论的方式开展，组织学生大

胆开展讨论，获得几种常见

函数的高阶导数，从而学生

可以更好地理解高阶导数。
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三、课程小结

1. 高阶导数的定义

2. 二阶求导方法

3. n阶求导方法

四、布置作业

1. 教材的课后习题

2. 学习通上对应的作业

3. 思考：二阶导数可以计算哪些物理量？

五、板书设计

课后思考：布置课后思考，

培养学生自主思考的学习

能力。这也是督促学生将所

学知识与专业或生活结合

起来。

教学反思

1. 成功之处

本次课的讨论增加了学生学习的积极性，大部分学生都参与其中，积极探索知识的过

程对于学生的学习指引有着重要的意义。我也积极参与了学生的讨论活动，增进了师生之

间的了解和信任。

2. 存在问题

参数方程的二阶导对于学生而言，理解比较困难。

3. 改进措施

在今后，将对重难点知识的课时占比拉大，考虑学生对知识的需求，以改变备课的内

容。另外，我将更加注重与学生的互动和交流，及时回应学生的问题和需求，并鼓励学生

提出自己的见解和建议。
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授课题目 §2.5 函数的微分 课时：2学时

教学目标

知识目标：

1. 理解微分的概念。学生能够清晰地理解微分的定义并理解微分与导

数的关系。

2. 掌握微分的基本公式和计算法则。学生能够熟练掌握微分的基本公

式和计算法则。

3. 理解微分的几何意义。学生能够理解微分在几何上的意义。

能力目标：

培养学生的分析和估算能力。学生能够分析函数值的变化和微分之间

的关系，能选择微分计算公式估算某些函数的值。

素养目标：

培养学生直观想象素养。通过理解微分的几何意义，加强学生的直观

想象素养，使他们能够借助几何图形理解和分析数学问题。

重点难点
教学重点：微分的定义、计算。

教学难点：微分的计算法则。

方法手段
教学方法：讲授法、案例分析法。

教学手段：多媒体、学习通平台。

教学设计

教学过程 教学活动

一、导入新课

边长为 x0 的正方形铁片的面积是 A = x02 ，加热后边长

增加了∆x ，铁片的面积增加了多少？
2

0
2

0 )Δ(Δ xxxA  2
0 )Δ(Δ2 xxx 

当 ∆x 非常小时：

案例分析：导入新课。提高

学生的好奇心，从而提高学

习兴趣。
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0
Δ

)(Δlim
Δ

Δ2-Δlim
2

0Δ

0

0Δ


 x
x

x
xxA

xx

二、讲解新知

1. 微分的定义

定义 1：设函数 f (x) 在某区间 I 内有定义， x0 和

x0+∆x 也都属于 I ，若函数的增量可表示为，

)Δ(Δ)()Δ(Δ 00 xoxAxfxxfy 

其中 A 是与 ∆x 无关的常数，则称函数 f (x) 在 x0 处可微，

A∆x 称函数 f (x) 在 x0 处的微分，记作：dy =A∆x.

定理 1：函数 f (x) 在 x0 处可微的充要条件是：函数

f (x) 在 x0 处可导

xxfdy Δ)(' 0
函数 f (x) 在 任意的 x 处可微的充要条件是：函数 f

(x) 在任意的 x处可导：

xxfdy Δ)('
特别地，函数 y = x 的微分

重点 1：微分的定义。



63

xdxdy Δ （自变量的微分）

因此，函数 f (x)的微分可记作：

dxxfdy )('

例 1 求函数 y = x2 在 x = 1 和 x = 3 的微分.
解: 由于 ' 2y x ，故 1' | 2xy   ， 3' | 6xy   . 所以函数

2xy  在 1x 的微分为 2dy x  ；函数
2xy  在 3x 的

微分为 6dy x  .

例 2 求函数 y = x3 ，当 x = 2 ，∆x = 0.02 的微分.
解: 由于

2' 3y x ，于是有
23dy x x  ，当 2x ，

02.0x 时，
2

2 2
0.02 0.02

3 12 0.02 0.24x x
x x

dy x x 
   

     .

2. 微分的几何意义

设函数 y = f (x) ，当自变量从 x 增加到 x +∆x 时，相

应的函数值增量为，

xxfdyxfxxfy Δ)(')()Δ(Δ 
xdy Δtan 是函数图像切线的增量

3. 微分公式与微分法则

微分公式： dxxfxxfdy )('Δ)('  计算微分实质计

算导数，因此，其运算法则与导数相对应。

（1）基本初等函数的微分公式：

（2）函数的和、差、积、商的微分法则：

例 2：让学生观察获得结论，

微分可帮助我们估算函数

的值。

重点 2（也是难点）：微分

的计算——微分公式与微

分法则。
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（3）复合函数的微分法则：

例 3 设 sin(2 1)y x  ，求 dy .
解： sin(2 1) cos(2 1) (2 1)dy d x x d x    

cos(2 1) 2x d x  2cos(2 1)x dx  .

例 4 设 ln(1 )xy e  ，求 dy .

解：
1ln(1 ) (1 )

1
x x

xdy d e d e
e

   


1
1 1

x
x

x x

ede dx
e e

 
 

.

例 5 设 2

xey
x



 ，求 dy .

解：
2 2

2 2 2

( ) ( )( )
( )

x x xe x d e e d xdy d
x x

  
 

2

4

( ) 2x xx e d x e xdx
x

  


2

4

2x xx e dx e xdx
x

  


3

( 2)xe x dx
x

 
 .

随堂练习 设 0yxy e  ，求 dy .

解：方程两端同时对 x求微分，得 ( ) ( ) 0yd xy d e  ，即
yydx xdy e dy   ，

yydx e dy xdy   ，

所以 y

ydy
e x

 


.

三、课程小结

1. 微分的定义

2. 基本的微分公式

3. 复合函数的微分

例 3-5：学生可以先求导再

求微分。

随堂练习：将习题发布于学

习通，学生作答后上传答

案，及时检查学生的做大情

况。
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四、布置作业

1. 教材的课后习题

2. 学习通上对应的作业

3. 思考：导数与微分有哪些应用？

五、板书设计

课后思考：布置课后思考，

培养学生自主思考和探索

的学习能力。这也是督促学

生去预习后续知识。

教学反思

1. 成功之处

在本节课中，我利用讲授法和案例分析法系统地介绍微分的基本概念和计算法则，适

当的练习法能够帮助学生巩固所学知识，这有利于学生对知识的掌握。

2. 存在问题

我发现部分学生在课堂上的参与度不高，这可能是因为他们对微分的理解不够深入或

者对教学方法不感兴趣。

3. 改进措施

在今后教学中，我需要更加注重课堂互动和学生参与，通过提问、讨论等方式激发学

生的学习兴趣和主动性。同时，我也会积极寻求外部资源支持，如邀请专家进行讲座、组

织线上学习交流等，以丰富教学内容和形式。
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第 3章 微分中值定理与导数的应用

授课题目 §3.1 微分中值定理 课时：2学时

教学目标

知识目标：

1. 掌握微分中值定理。学生理解并记忆微分中值定理的基本概念和定

义，包括罗尔定理、拉格朗日中值定理、柯西中值定理等。

2. 理解微分中值定理的推导方法。学生理解微分中值定理的推导过

程，了解其在数学分析中的应用。

能力目标：

培养学生解决实际问题的能力。通过学习和实践，培养学生运用微分

中值定理解决实际问题的能力。

素养目标：

培养学生联系的、辩证统一的思想。通过微分中值定理的学习，培养

学生从联系的观点看问题，理解数学知识之间的内在联系和辩证统一。

重点难点
教学重点：罗尔定理、拉格朗日中值定理。

教学难点：拉格朗日中值定理的证明和应用。

方法手段
教学方法：讲授法、案例分析法。

教学手段：多媒体、学习通平台。

教学设计

教学过程 教学活动

第 3章的章节介绍：

在上一章我们研究了导数的概念及其求法．事实上，导
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数作为函数的变化率，在研究函数性态中起着重要的作用，

因而在自然科学、工程技术、经济及管理等领域都有广泛的

应用．

本章内容是上一章的延续，主要介绍利用导数来讨论函

数的性质．微分中值定理是讨论函数性质的有效工具，本章

首先从中值定理入手，在此基础上，介绍计算极限的另一种

有效方法——洛必达法则．而后介绍泰勒公式，并以导数为

工具研究函数的性态．

一、导入新课

复习导数导入新课.

二、讲解新知

1. 罗尔定理

定义 1：设函数 f (x) 在 x0 的某邻域内有定义，如果对

于该邻域内任何异于 x0 的点 x ，总有， )()( 0xfxf  ，则称

f (x0 ) 为函数 f (x) 的极大值。

设函数 f (x) 在 x0 的某邻域内有定义，如果对于该邻域

内任何异于 x0 的点 x ，总有， )()( 0xfxf  ，则称 f (x0 ) 为

函数 f (x) 的极小值.
极大值和极小值统称为极值；极值对应的点称为极值点.
观察函数 f (x) = sin x 在 [0, 2π] 的图像：

费马引理：

若函数 f (x) 满足：

1）点 x0 是 f (x) 的极值点；

以思维导图的形式展示章

节内容，启发学生在学习中

要养成逻辑性，要有知识体

系，才能清晰知识与知识之

间的联系。

重点 1：罗尔定理。
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2）f (x) 在点 x0 处可导

则 f ' ( x0 ) = 0

证明：

已知 点 x0 是 f (x) 在邻域 U(x0) 的极大值，f (x) 在点

x0 处可导，则可得

)()( 00 xfxxf 
x

xfxxfxf
x Δ

)()Δ(lim)(' 00

0Δ0





0
Δ

)()Δ(:0Δ 00 



x

xfxxfx

0
Δ

)()Δ(:0Δ 00 



x

xfxxfx

极限的保号性

0
Δ

)()Δ(lim)(' 00

0Δ
0 





 x

xfxxfxf
x

0
Δ

)()Δ(lim)(' 00

0Δ
0 





 x

xfxxfxf
x

0)(')(' 00   xfxf

同理可证极小值点的导数值为 0。
定义 2：导数为零的点，称其为函数的驻点，或 稳定点、

临界点。

从而费马引理可简述为：可导函数的极值点必为驻点。但驻

点不一定是极值点！

费马引理的几何意义为：如果连续曲线在局部最高点或

最低点存在切线，且该切线不垂直于 x 轴，则必平行于 x
轴。

罗尔定理：若函数 f (x) 满足：

1）在[a, b]上连续；

2）在 (a, b) 上可导;
3）在区间端点处的函数值相等,即: f (a) = f (b) ;
则:在开区间 (a, b) 内至少存在一点 ξ，使得 f ' ( ξ ) = 0
证明：已知 f (x) 在[a, b]上连续，则必存在最大值 M 和

最小值 m;
若 M = m ：则 f (x) = m 为常数函数，在开区间 (a, b)

上恒有 f ' ( x ) = 0；
若 M  m ：则 M 和 m 至少有一个不等于函数在区间

讨论：组织学生讨论极值点

一定是驻点吗？驻点一定

是极值点吗？培养学生的

辩证能力。
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端点的值，设 M  f (a)（或 f (b)），则 M 为极大值，

取 f (ξ ) = M，

由费马引理可知 f ' (ξ ) = 0．
同理可证 m  f (a)（或 f (b)）．

几何意义：

如果端点对应的纵坐标相等的连续曲线，且除端点外处

处具有不与 x 轴垂直的切线，那么该曲线上至少存在一点，

使得该点处的切线平行于 x 轴。

例 1 验证罗尔定理对函数 xy sinln 在区间 ]
6

5,
6

[ 

上的正确性．

证：（1） ( ) ln sinf x x 的定义域为

2 2 ( )k x k k Z      ．

因为初等函数在定义域区间内连续，所以该函数在

5[ , ]
6 6
 

上连续；

（2） ( ) cotf x x  在
5( , )

6 6
 

内处处存在，说明 ( )f x

在
5( , )

6 6
 

内可导；

（3）
5( ) ( ) ln 2

6 6
f f 

   ．

所以函数在
5[ , ]

6 6
 

上满足罗尔定理的条件．

( ) cot 0f x x   在
5( , )

6 6
 

内显然有解
2

x 
 ，故可

取
2
  ，有 ( ) 0f   ．即函数在

5[ , ]
6 6
 

上满足罗尔定理

的结论．

例 2 )3)(2)(1()(  xxxxf 不需求导，判断 f ' (x) = 0

的实根个数及这些实根所在的范围．

解：显然，函数 ( )f x 在区间[1, 2]和[2,3]上都满足闭区

间连续，开区间可导，且 (1) (2) (3) 0f f f   ，满足罗尔定

理的条件．于是，至少存在点 1 2(1,2), (2,3)   ，使得

例 1-2：利用学习通平台抽

学生回答，写出方程需要哪

些条件，以此调动学生的积

极互动性。
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1 2( ) 0, ( ) 0f f    ，

即方程 ( ) 0f x  至少有两个实根．

又因为 ( )f x 是一个三次多项式，则 ( ) 0f x  是一个二

次方程，最多有两个实根．

综上， ( ) 0f x  有两个实根，分别在区间 (1, 2) 和 (2,3)
内．

2. 拉格朗日中值定理

拉格朗日中值定理：若函数 f (x) 满足：

1）在[a, b]上连续；

2）在 (a, b) 上可导;
则:在开区间 (a, b) 内至少存在一点 ξ，使得

)(')()( f
ab
afbf





．

几何意义：

如果连续曲线 f (x) 除端点 A、B 以外，处处具有不与 x
轴垂直的切线，那么该曲线上除端点以外至少有一点，使得

该点处的切线平行于割线 AB．

注意：

若 f (a) = f (b)，拉格朗日中值定理就成为罗尔定理!!

例 3 设 a > b > 0，证明
b
ba

b
a

a
ba 


 ln .

证：令 ( ) lnf x x ，显然 ( )f x 在[ , ]b a 上连续，在 ( , )b a
内可导，于是有

( ) ( ) '( )( ), ( , )f a f b f a b b a     ，

即
1ln ( )a a b

b 
  ．

重点 2（难点）：拉格朗日

中值定理的证明和应用。

例 3-4：通过例子的分析讲

解，提高学生对拉格朗日定

理的理解力。
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由于b a  ，故
1 1 1
a b
  ，

所以 lna b a a b
a b b
 

  ．

推论 若函数 f (x) 在 (a, b) 内的导数恒为零，则函数 f
(x) 在 (a, b) 内为常数函数.

例 4 证明 )(
2

cotarcarctan  xxx 

证：令 ( ) arcsin arc cos ( )f x x x x      ，

则 ( ) 0f x  ，

根据拉格朗日中值定理的推论，有 ( )f x C ．

又因为 (0)
2

f 
 ，故 ( ) ( )

2
f x x

     ．

3. 柯西定理

柯西定理：若函数 f (x) 和 g(x) 满足：

1）在[a, b]上连续；

2）在 (a, b) 上可导；

3）对任意的 x  (a, b) ，g'(x)  0
则在开区间 (a, b) 内至少存在一点 ξ，使得

)('
)('

)()(
)()(




g
f

agbg
afbf





．

若 g(x) = x，柯西定理就成了拉格朗日中值定理，所以，

柯西定理是拉格朗日中值定理的推广．

三、课程小结

1. 罗尔定理

2. 拉格朗日中值定理

3. 柯西定理

四、布置作业

1. 教材的课后习题

2. 学习通上对应的作业

3. 思考：罗尔定理、拉格朗日中值定理和柯西定理之间

的联系？

五、板书设计

课后思考：布置课后思考，

培养学生自主思考的学习

能力和分析归纳的能力。
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教学反思

1. 成功之处

利用手写笔在多媒体上讲解相关证明习题，可培养学生的推理性和逻辑性。

2. 存在问题

本节课的知识具有较强的理论性，重点知识讲解的时间占比偏少。另外，知识的应用

说明偏少。

3. 改进措施

在今后的教学过程中，我有时会因为讲解某个细节而花费过多时间，导致整体教学节

奏偏慢。为了改进这一点，我需要更加注重教学节奏的把控，合理安排每个环节的时间。

另外，我将查阅更多资料，收集知识的应用性，与学生的专业结合起来。



73

授课题目 §3.2 洛必达法则 课时：2学时

教学目标

知识目标：

1. 理解洛必达法则的基本概念。学生应明确洛必达法则是求解未定型

极限的有效方法之一，并理解其适用范围。

2. 掌握洛必达法则的运算条件。学生应了解洛必达法则的使用条件，

包括分子分母的极限都等于零（或无穷大）及在限定的区域内两者都可导。

能力目标：

培养学生分析和判断能力。学生应能够分析和判断一个问题是否适用

于洛必达法则，包括判断极限是否为零或无穷大，以及函数在特定点是否

可导。

素养目标：

培养学生数学素养。通过学习洛必达法则，学生能够计算相关极限，

具备逻辑思维和推理能力，能够理性分析和解决问题，数学素养进一步得

到提高。

重点难点

教学重点：
0
0
和




型未定式的计算。

教学难点：
0
0
和




型未定式的计算。

方法手段
教学方法：讲授法、案例分析法。

教学手段：多媒体、学习通平台。

教学设计

教学过程 教学活动

一、导入新课

复习导数和极限知识导入新课.
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二、讲解新知

1.
0
0
型未定式

定理 1：在一定条件下通过分子分母分别求导来确定未

定式定值的方法称为洛必达法则.
(1) 0)(lim,0)(lim

00




xgxf
xxxx

；

(2) f(x)与 g(x)在 0x 的某个邻域（点 0x 除外）可导，且

)(' xg  0；

(3) A
xg
xf

xx


 )('
)('lim

0

（A为有限数，也可为  或 ）

则

A
xg
xf

xg
xf

xxxx


 )('
)('lim

)(
)(lim

00

.

证明：由于要讨论的是函数在点 0x 的极限，故与函数在

该点 0x 的值无关，所以可补充 f(x)与 g(x)在 0x 的定义，且对

问题讨论没有影响。令 0)()( 00  xgxf ，则 f(x)与 g(x)在

点连续，在点 0x 的附近任取一点，并应用柯西中值定理，得

)('
)('

)()(
)()(

)(
)(

0

0




g
f

xgxg
xfxf

xg
xf





 （ 在 x与 0x 之间）

由于 0xx 时 0x ，所以，对上式取极限即证.

注意:上述定理对 x 时的未定型“
0
0

”同样有用，对

0xx 或 x 时的未定型“



”也有相应的法则.

2.



型未定式

定理 2：(1) 


)(lim,)(lim
00

xgxf
xxxx

；

(2) f(x)与 g(x)在 0x 的某个邻域（点 0x 除外）可导，且

)(' xg  0；

(3) A
xg
xf

xx


 )('
)('lim

0

（A为有限数，也可为  或 ）

则

A
xg
xf

xg
xf

xxxx


 )('
)('lim

)(
)(lim

00

例 1 求
1

23lim 23

3

1 


 xxx
xx

x
．

解 ：

1
23lim 23

3

1 


 xxx
xx

x
=

123
33lim 2

2

1 


 xx
x

x
=

26
6lim

1  x
x

x
=

2
3

4
6
 ．

重点 1（也是难点）：
0
0
型

未定式的计算。

重点 2（也是难点）：



型

未定式的计算。
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例 2 求
x
x

x tan
cos1lim 


．

解： 0

cos
1

sinlim
tan

cos1lim
2









x

x
x
x

xx 
．

例 3 求

x

x

x 1

arctan
2lim






．

解：

2

2

1
1

1

lim1

arctan
2lim

x

x

x

x

xx 










=1．

例 4 求 )0(lnlim 


n
x
x
nx

．

解： 01lim

1

limlnlim 1 
 nxnxnx nxnx

x
x
x

．

例 5 求 )
ln
1

1
(lim

1 xx
x

x



．

解：
xx

xxx
xx

x
xx ln)1(

)1(lnlim)
ln
1

1
(lim

11 



 

x
x

x

x
xx

x
x

x

xx
ln11

lnlim1ln

1ln1

lim
11












2
1

11

1

lim
2

1







xx

x
x

．

随堂练习 1 证明
x

xx
x

sinlim 


存在，但不能用法则求解．

解：因为 101)
sin

1(limsinlim 


 x
x

x
xx

xx
所以

极限为 1；
又 因 为

)cos1(lim
1
cos1lim

'
)'sin(lim xx

x
xx

xxx








不存在，

所给极限不能用洛必达求出．

随堂练习 2 求
)cos1(sin

)1(lim
2

0 xx
ex x

x 



．

解： 2

2

lim
)cos1(sin

)1(lim 2

2

0

2

0





 xx

xx
xx

ex
x

x

x
．

随堂练习 1-2：
利用学习通平台发布习题，

学生作答后上传答案及时

批改，并对存在典型错误的

学生指出问题，同时警示其

他同学避免出现相同错误。
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3. 其他类型的未定式

除了
0
0
型和




型未定式外，0 型、 型、 00 型、

1 型以及
0 型的未定式一般也可以通过恒等变形化为

0
0
型

和



型未定式后应用洛必达法则定值．

（1） 0 ∞型未定式

一般地，如果 ( ) ( )f x g x 为0 型未定式，可以通过恒

等变形将其化为
( )
1
( )

f x

g x

（
0
0
型）或

( )
1
( )

g x

f x

（



型）而后利用

洛必达法则．

例 6 求
0

lim ln
x

x x


．

分析：题目为0 型极限，用洛必达法则．

解：
0 0 0 0

2

1
lnlim ln lim lim lim ( ) 01 1x x x x

x xx x x

x x
      

    


．

注 一般地，对数函数和反三角函数不“下放”．

（2）  型未定式

 型未定式一般可以通过通分或者根式有理化化为

0
0
型和




型未定式而后应用洛必达法则定值．

例 7 求 










 1
11lim

0 xx ex
．

分析：题目为 型极限，用洛必达法则．

解：
0

1 1lim
1xx x e

   

0

1lim
( 1)

x

xx

e x
x e

 



（

0
0
型）

0

1lim
1

x

x xx

e
e xe




 
（

0
0
型）

0
lim

x

x x xx

e
e e xe


 

0

1 1lim
2 2x x

 


．

（3）
00 型、1型以及

0 型未定式

诸如 00 型、1 型以及
0 型等幂指函数的未定式，可以

通过对数恒等式的方法定值，即
( ) ( )ln ( )( )g x g x f xf x e ．

例 8 求
0

lim x

x
x


．
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解：
ln 0

0 0
lim lim 1x x x

x x
x e e

  
   ．

三、课程小结

1. 洛必达法则：0/0 型或∞/∞型未定式．

2. 00 ，
1 ，

0 ， 0 等未定式转化为洛必达法则．

四、布置作业

1. 教材的课后习题

2. 学习通上对应的作业

3. 思考：在什么情况下不建议使用洛必达法则？

五、板书设计

课后思考：布置课后思考，

培养学生自主思考的学习

能力。这也是督促学生自觉

养成去回顾已学知识的习

惯。

教学反思

1. 成功之处

在洛必达法则的教学中，我注重了内容的深度和广度。根据柯西定理的推理详细介绍

了洛必达法则的来源、适用条件、推导过程以及应用方法，同时也拓展了一些相关的知识

点，如未定型的极限类型、函数的可导性等。

2. 存在问题

通过练习方式，我发现部分学生在应用洛必达法则求解未定型极限时，总是忽略判断

使用洛必达法则的条件。其他类型的未定式的相关例题讲解的偏少，导致学生做题存在困

难。

3. 改进措施

在后续的教学中，我会加强对学生练习的监督和指导，帮助他们更好地掌握和应用洛

必达法则，养成较好的数学素养。另外，加大其他类型的未定式的相关例题量，注重练习，

让学生在练习中掌握新学知识。
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授课题目 §3.3 泰勒定理 课时：2学时

教学目标

知识目标：

掌握泰勒定理的推导过程。学生应能够熟悉泰勒定理的推导过程，理

解如何通过无限次求导和取极限来逼近一个函数。

能力目标：

培养学生计算与推理能力。运用利用泰勒多项式求出逼近函数的特定

值或求解方程的近似解。

素养目标：

培养学生直观想象素养。通过学习泰勒定理的推导过程和应用，培养

学生的逻辑思维和推理能力，使其能够独立思考和解决问题。

重点难点
教学重点：麦克劳林展开式。

教学难点：利用麦克劳林展开式进行近似值计算。

方法手段
教学方法：讲授法、案例分析法。

教学手段：多媒体、学习通平台。

教学设计

教学过程 教学活动

一、导入新课

复习微分： 0 0 0( ) ( ) ( )( )f x f x f x x x   导入新课.

二、讲解新知

1. 泰勒公式

设函数 ( )f x 在含有 0x 的开区间 ( , )a b 内具有直到 1n 
阶导数，是否存在关于 0( )x x 的 n次多项式函数：

2
0 1 0 2 0 0( ) ( ) ( ) ( ) nn np x a a x x a x x a x x        ，

可用其近似表达函数 ( )f x ，即 ( ) ( )nf x p x ，且要求 ( )np x

提问：随机抽问，提高学生

的学习积极性。
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与 ( )f x 之间的误差是比 0( )nx x 高阶的无穷小，并给出

( ) ( )nf x p x 的具体表达式．

为解决这个问题，我们考虑这种情形：

假设 0 0( ) ( )np x f x ，

( ) ( )
0 0( ) ( )( 1, 2, , )k k

np x f x k n  
其中

( )
0 0( ), ( )( 1, 2, , )kf x f x k n  为已知.

对多项式求各阶导数，之后分别代入上述各式可确定多

项式的系数 0 1 2, , , , na a a a ，

( )
0 0 1 0 2 0 0

1 1( ), ( ), ( ), , ( )
2! !

n
na f x a f x a f x a f x

n
     ，

由此可得多项式函数为，

.)(
!

)(             

)(
!2

)(''))((')()(

0
0

)(

2
0

0
000

n
n

n

xx
n
xf

xxxfxxxfxfxp







定义 1 称上式为 ( )f x 在点 0x 处按 0( )x x 的幂展开

的 n 阶 泰 勒 （ Taylor ） 多 项 式 ， ( )np x 的 各 项 系 数

( )
0

1 ( )( 0,1,2, , )
!

k
ka f x k n

k
   称为泰勒系数.

定理 1（泰勒中值定理）：若函数 ( )f x 在包含 0x 的区

间 ( , )a b 内具有直到 1n  阶的导数，则当 ( , )x a b 时， ( )f x
可表示为 0( )x x 的一个多项式 ( )np x 与一个余项 ( )nR x 之

和，

).()(
!

)()(
!2

)(''
))((')()(

0
0

)(
2

0
0

000

xRxx
n
xfxxxf

xxxfxfxf

n
n

n







其中，
( 1)

1
0

( )( ) ( )
( 1)!

n
n

n
fR x x x
n


 


（ 介于 0x 与 x之间）.

定义 2：称公式

)()(
!

)(           

)(
!2

)(''))((')()(

0
0

)(

2
0

0
000

xRxx
n
xf

xxxfxxxfxfxf

n
n

n







为 ( )f x 在点 0x 处按 0( )x x 的幂展开的 n阶泰勒公式，

称表达式
1

1
0

( )( ) ( )
( 1)!

n
nn

n
RR x x x
n


 


为拉格朗日型余项。所以也

称该公式为带拉格朗日型余项的泰勒公式。

当 0n  时，上述公式变成拉格朗日中值公式：

0 0( ) ( ) ( )( )f x f x f x x   （ 介于 0x 与 x之间）．

因此，泰勒中值定理是拉格朗日中值定理的推广．

由泰勒中值定理可知， ( )nR x 即为用多项式 ( )np x 来近

似代替函数 ( )f x 时所产生的误差．现在来考查误差的大小．

提问：利用学习通平台抽学

生回答，求出这个系数需要

怎么做，以此调动学生的积

极互动性。
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若对于某个固定的 n，当 ( , )x a b 时，
( 1) ( )nf x M  ，

则有估计式：
( 1)

11
0 0

( )( ) ( )
( 1)! ( 1)!

n
nn

n
f MR x x x x x
n n


   

 
，

从而
0 0

( )lim 0
( )

n
nx x

R x
x x




．

故当 0x x 时， ( )nR x 是比 0( )nx x 高阶的无穷小，即

0( ) ( )nnR x x x    ．

至此，我们之前提出的问题已经全部得到解决．

在不需要余项的精确表达时， n阶泰勒公式可以写成

])[()(
!

)(           

)(
!2

)(''))((')()(

00
0

)(

2
0

0
000

nn
n

xxoxx
n
xf

xxxfxxxfxfxf







定义 3：称 0( ) ( )nnR x x x    为佩亚诺（Peano）型

余项，称上式为 ( )f x 在点 0x 处按 0( )x x 的幂展开的带佩亚

诺型余项的 n阶泰勒公式．

2. 麦克劳林公式

在泰勒公式中，若取 0 0x  ，即可把函数 ( )f x 展开成 x
的幂次的多项式，

1
)1(

0
)(

2

)!1(
)(

!
)(           

!2
)0('')0(')0()(









n
n

n
n

x
n
fx

n
xf

xfxffxf



为函数 ( )f x 按 x的幂展开的带拉格朗日型余项的 n阶麦克

劳林公式；
( )

2(0) (0)( ) (0) (0) ( )
2! !

n
n nf ff x f f x x x x

n



     

为函数 ( )f x 按 x的幂展开的带佩亚诺型余项的 n阶麦克劳

林公式。

此时，相应的误差估计式变成
( 1)

11( )( )
( 1)! ( 1)!

n
nn

n
f MR x x x
n n


 

 
由于 介于0 与 x之间，所以公式还可以写成：

.10
)!1(

)(
!

)(           

!2
)0('')0(')0()(

1
)1(

0
)(

2

）（ 









 n
n

n
n

x
n

xfx
n
xf

xfxffxf



例1 写出函数 ( ) xf x e 的带佩亚诺型余项的 n阶麦克劳林

公式．

解： 因为
( ) ( )k xf x e ，故

( ) (0) 1, 1,2, ,kf k n   ，
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代入公式得
2

1 ( )
2! !

n
x nx xe x x

n
      ．

例 2 写出函数 ( ) cosf x x 的带佩亚诺型余项的 2m阶麦

克劳林公式．

解： 因为
( ) ( ) cos( ), 0,1, 2,

2
kf x x k k

    ，故

(2 ) (2 1)(0) ( 1) , (0) 0( 0,1,2, )k k kf f k     ，代入

公式（3.3.11）得
2 4 2

2cos 1 ( 1) ( )
2! 4! (2 )!

m
m mx x xx x

m
       ．

说明：由于多项式满足 2 2 1( ) ( )m mp x p x ，因此上述展

开式中余项可以写作
2( )mx ，也可以写作

2 1( )mx 
，所以

cos x的带佩亚诺型余项的 2m阶麦克劳林公式也可以写作
2 4 2

2 1cos 1 ( 1) ( )
2! 4! (2 )!

m
m mx x xx x

m
        ．

同理可求其他函数的麦克劳林公式：
3 5 2 1

1 2sin ( 1) ( )
3! 5! (2 1)!

m
m mx x xx x x

m



      


 ；

2 3
1ln(1 ) 1 ( 1) ( )

2 3

n
n nx x xx x

n
        ；

21 1 ( )
1

n nx x x x
x

    


 ．

实际应用中，上述公式常用来间接展开一些复杂函数的

麦克劳林公式以及求某些函数的极限等．

例 3 写出函数
1( )

3
f x

x



在 2x  处的泰勒展开式．

解： 由于

1 1( )
3 1 ( 2)

f x
x x

 
  

21 ( 2) ( 2) ( 2) [( 2) ]n nx x x x         ．

例 4 求极限

2

2

40

coslim

x

x

x e
x






．

解： 由于

2 4 41 1cos 1 ( )
2! 4!

x x x x    ，

2

22

2 42
211 ( )

2 2!

x

x

e x x


 
 
     ，

故原式

4 4

40

1 ( ) 112lim
12x

x x

x





 
  

组织讨论：如何利用麦克劳

林公式求极限？与等价无

穷小有何联系？

重点：函数的麦克劳林展开

公式。
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随堂练习 求 3 28 的近似值．

解： 用二阶麦克劳林公式计算，由于

2( 1)(1 ) 1
2!

x x x   
    ，

所以原式变为

1 21 1 3
3 3

1 1 1
1 1 1 13 3(28) (27 1) 3 1 3 1 3.03657
27 3 27 2! 27

                     
    

  

.

三、课程小结

1. 麦克劳林展开

2. 常用的麦克劳林公式

3. 近似计算的应用

四、布置作业

1. 教材的课后习题

2. 学习通上对应的作业

五、板书设计

随堂练习：利用学习通平台

发布习题，学生作答后上传

答案及时批改，并对存在典

型错误的学生指出问题，同

时警示其他同学避免出现

相同错误。

难点：利用麦克劳林公式进

行近似值计算。

教学反思

1. 成功之处

在教学过程中，我努力确保学生理解泰勒定理的基本概念、推导过程以及应用方法，

发现学生有恍然大悟的感受，说明讲授的逻辑性是及其重要的，带学生深入到课堂中来。

2. 存在问题

本节课的知识点——泰勒公式比较长，而板书空间有限，导致后排的学生无法清晰跟

上讲解的速度。

3. 改进措施

在今后的教学中，我需要更加注重教学方法的灵活性，根据学生的实际情况和学习特

点，采用多种教学方法相结合的方式，以激发学生的学习兴趣和积极性。
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授课题目 §3.4 函数的单调性与极值 课时：2学时

教学目标

知识目标：

1. 掌握基本概念。理解函数单调性的定义，包括单调增函数和单调减

函数的定义。掌握极值的概念，理解极值点的定义和性质。

2. 掌握判定方法。学会利用导数判断函数的单调性。熟练掌握求函数

极值的方法，包括一阶导数法和二阶导数法。

能力目标：

培养学生分析与应用能力。能够利用函数的单调性解决一些实际问题，

如比较大小、判断不等式等。能够利用函数的极值解决实际问题，如优化

问题、极值问题等。

素养目标：

培养学生科学素养并具备正确人生态度。培养学生仔细观察、善于思

考、勇于创新的科学素养。根据函数极值最值呈现的图像，将其看作人生，

有起有伏，正确看待人生的起起落落。

重点难点
教学重点：函数的单调性与极值。

教学难点：函数极值的判别方法。

方法手段
教学方法：讲授法、案例分析法。

教学手段：多媒体、学习通平台。

教学设计

教学过程 教学活动

一、导入新课

复习函数的性质导入新课．

二、讲解新知

1. 函数单调性的判别法

复习以提问的方式进行。
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从几何上直观来看，前一幅图中所示的函数单调递增，

不难看出曲线上任一点的切线与 x轴正向的夹角锐角或平行

于 x轴，即曲线在任一点的斜率均为正数或零．后一幅图中

所示的函数单调递减，曲线在任一点的斜率均小于或等于零．

定理 1：设函数 f (x) 在[a, b]上连续，在(a, b)可导，则

有

（1）如果在 (a, b) 内 0)(' xf ，则函数 f (x) 在 [a, b]
上单调递增；

（2）如果在 (a, b) 内 0)(' xf ，则函数 f (x) 在 [a, b]
上单调递减；

定理中闭区间换成其他各种区间（包括无穷区间），结

论也成立.
例 1 判断函数

2xy  的单调性.
解: 函数的定义域为 ( , )  ，由 2y x  得驻点为

0x  ．

当 0x 时， 0y ，因此
2xy  在 ),0[  上单调增加；

当 0x 时， 0y ，因此
2xy  在 ]0,( 上单调减少.

0x 是
2xy  单调区间的分界点，这里 0x 是函数

2xy  的驻点.

例 2 讨论函数
3 2y x 的单调性.

解: 函数的定义域为 ( , )  ．函数的导数为

3

2 , 0
3

y x
x

   （当 0x  时函数的导数不存在）.

当 0x 时， 0y ，因此函数在 ),0[  上单调增加；

当 0x 时， 0y ，因此
2xy  在 ]0,( 上单调减少.

0x 是
3 2y x 单调区间的分界点，这里 0x 是函数

3 2y x 的一阶不可导点.
函数单调区间的分界点包括驻点和不可导点．

将求函数单调区间的步骤总结如下：

1) 求出 f (x) 的定义域；

2) 求出 f (x) 定义域内的所有驻点和不可导点；

3) 用上述点将定义域分成若干小区间

4) 讨论在各小区间 )(' xf 的符号，从而判定 f (x) 在各

小区间的单调性．

例 3 讨论函数 34
2
5

3
1)( 23  xxxxf 的单调性．

解: 函数 ( )f x 的定义域为 ( , )  ．令 ( ) 0f x  ，

重点：函数的单调性的判

断。

与学生一起总结步骤，培养

学生的分析与归纳能力。
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得 1 21, 4x x  ， 1 2,x x 将 ( , )  分 成 三 个 区 间 ，

( ,1), (1, 4), (4, )  ．

当 ( ,1)x  时， ( ) 0f x  ，因此函数 ( )f x 在 ( ,1]
内单调增加；

当 (1, 4)x 时， ( ) 0f x  ，因此函数 ( )f x 在 [1, 4]内
单调减少；

当 (4, )x  时， ( ) 0f x  ，因此函数 ( )f x 在[4, )
内单调增加．

也可以通过下述表格进行讨论：

x ( ,1) 1 (1, 4) 4 (4, )

( )f x ＋ 0 － 0 ＋

( )f x 递增 递减 递增

随堂练习 1 讨论函数 xxxxxf 363103)( 234  的单

调性．

解: 函数 ( )f x 的定义域为 ( , )  ．
3 2( ) 12 30 6 36f x x x x    

由 ( ) 0f x  ，得驻点 1 2 3
31, , 2
2

x x x    ．列表如下：

x ( , 1)  -1
3( 1, )
2


3
2

3( ,2)
2 2

(2, )

( )f x － 0 ＋ 0 － 0 ＋

( )f x 递减 递增 递减 递增

于是，函数 ( )f x 在区间 ( , 1]  及
3[ , 2]
2

单调减少，在

区间
3[ 1, ]
2

 及[2, ) 单调增加．

2. 函数的极值

回顾：极值的定义

设函数 f (x) 在 0x 的某个邻域内有定义，且对此邻域内

任意一点 x( 0xx  )，均有 )()( 0xfxf  ，则称 )( 0xf 是函

数 )(xf 的一个极大值；同样，如果对此邻域内的任一点 x
（ 0xx  ），均有 )()( 0xfxf  ，则称 )( 0xf 是函数 )(xf 的

一个极小值。函数 )(xf 的极大值与极小值统称为极值，使函

数取得极值的点 0x ，称为极值点．

注意：

1）极值在一个区间上可能不唯一，极大值也有可能小于

极小值；

2）极值的概念是局部性的，它与最值不同；

3）可导函数在极值处的切线是水平的，即极值点处导数

随堂练习 1：利用学习通平

台发布习题，学生作答后上

传答案及时批改，并对存在

典型错误的学生指出问题，

同时警示其他同学避免出

现相同错误。

重点（也是难点）：函数的

极值。

提问：利用学习通平台抽学

生回答，函数极值的定义是

什么。
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为 0，所以 0)(' xf .
定理（极值的必要条件）

设函数在点处具有导数，且在点处取得极值，则

0)(' xf
注意：

1）极值点必为驻点，反之不真．

2）极值点可能是导数不存在的点，称之为尖点．

定理 1：（第一充分条件）设函数 f (x)在点 0x 处连续，在

点的某一个空心邻域内可导，当 x由小到大经过点 0x 时，如

果

1） )(' xf 由正变负，那么 0x 是函数 f (x) 极大值点；

2） )(' xf 由负变正，那么 0x 是函数 f (x) 极小值点；

3） )(' xf 不变号，那么 0x 不是极值点．

证明：1）由假设知，f (x) 在 0x 的左侧邻近单调递增，

在 0x 的右侧单调递减，即当 x < 0x 时， 0()( xfxf  )；当 x >

0x 时， 0()( xfxf  ),因此是 f (x)的极大值点， )( 0xf 是 f (x)
的极大值．类似地，可证 2）；3）由于不变号，所以 f (x) 是

单调的，因此不是极值点．

定理 2（第二充分条件）：设函数 f (x) 在点 0x 处具有

二阶导数且 0)('',0)('  xfxf
1）如果 0)('' xf ，则 )(xf 在点 0x 处取得极大值；

2）如果 0)('' xf ，则 )(xf 在点 0x 处取得极小值．

例 4 求函数 f (x) = xxx 96 23  的极值．

解法 1：因为 f (x) = xxx 96 23  的定义域为

(  , )， )3)(1(39123)(' 2  xxxxxf ．

令 0)(' xf ，得驻点为 3,1 21  xx .
在 )1,( 内， 0)(' xf 在(1,3)内， 0)(' xf 故 f (1)=4

为函数 f (x) 的极大值．同理知 f (3) = 0 为 f (x) 极小值.

解法 2：因为 f(x)的定义域为 ),(  ，

且 126)('',9123)(' 2  xxfxxxf ，

令 0)(' xf ，得驻点为 3,1 21  xx ．

又因为 06)1('' f ，所以 f (1)=4 为极大值，

06)3('' f 所以，f (3) = 0 为极小值.

随堂练习 2 求函数 3
2

)1(2)(  xxf 的极值。

解：因为 f (x) 的定义域为 ),(  ，且在 ),( 

上连续，且 )1(
)1(3

2)1(
3
2)('

3
1

3
1









x

x
xxf .

x = 1 时， )(' xf 不存在，所以 x = 1 为 f (x) 的可能极

值点．在 )1,( 内， 0)(' xf 在 ),1(  内， 0)(' xf ，

故在 x=1 处取得极大值 2)1(' f .

3、函数的最值

随堂练习 2：利用学习通平

台发布习题，学生作答后上

传答案及时批改，并对存在

典型错误的学生指出问题，

同时警示其他同学避免出

现相同错误。
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我们知道在闭区间上连续的函数一定有最大值和最小

值，这在理论上肯定了最值的存在性，但是怎么求出函数的

最值呢？首先假设函数的最大（小）值在开区间(a, b)内取得，

那么最大（小）值也一定是函数的极大（小）值，由上节的

分析知道，使函数取得极值的点一定是函数的驻点或导数不

存在的点．另外函数的最值也可能在区间端点上取得．因此

我们只需把函数的驻点、导数不存在的点及区间端点的函数

值一一算出，并加以比较，便可求得函数的最值．

最大值与最小值

(1) 某些优先问题可归结为求函数 f ( x ) 在区间 I 上的

最大值与最小值，求连续函数 f ( x )在闭区间 [a, b] 上最

大（小）值的一般步骤是：

1）求出 f ( x ) 在 (a, b) 内的全部的驻点与不可导点 x1,
x2, 。。, xn,；

2）计算出函数值 f (x1), f (x2), … f (xn); 以及 f ( a )与 f
( b )；

3）比较上述值的大小.

（2) 有关最大（小）值的应用问题，其关键是建立目标

函数. 该函数的实际意义下的定义域称为约束集或可行域.

f ( x ) 在约束 I 内的驻点唯一，又根据问题的实际意义知 f
( x ) 的最大（小）值存在，则该驻点即为最大（小）值点，

不必另行判定.

例 5 求函数 xxxxf 1232)( 23  在[-3, 4]上的最值．

解：因为 f ( x ) 在 [-3, 4] 上连续，所以在该区间上存在

最大和最小值.

又因为 )1)(2(61266)(' 2  xxxxxf ，

令 0)(' xf ，得驻点 1,2 21  xx ，

由于 128)4(,9)3(,7(1(,20)2(  ffff 比较

各值，可得 f ( x ) 最大值为 128，最小值为-7．

随堂练习 3 有一块宽为 2a的长方形铁皮，将宽的两个边缘

向上折起，做成一个开口水槽，其横截面为矩形，高为 x，
问高 x取何值时水槽的流量最大．

解：设两边各折起，则横截面积为 s(x) = 2x(a-x) (0 < x
< a)，由于 xaxs 42)('  ，所以，令 0)(' xs ，得驻点为

2
ax  ，由实际意义，其最大值在

2
ax  时取得，所以当

2
ax  时，流量最大．

注意：掌握求函数的最大值和最小值的方法，会求实际

组织讨论：最值与极值的区

别与联系？

课程思政：人生就像极值，

有起有落，正确看待人生中

的诸多得失。

随堂练习 3：利用学习通平

台发布习题，学生作答后上

传答案及时批改，并对存在

典型错误的学生指出问题，

同时警示其他同学避免出

现相同错误。培养学生的应

用能力。
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问题中的最值，不要将极大（极小）值与最大（最小）值混

为一谈，要懂得它们的区别和联系．

三、课程小结

1. 单调性的判别

2. 极值的求法

3. 最值的求法

4. 极值与最值的区别

四、布置作业

1. 教材的课后习题

2. 学习通上对应的作业

3. 思考：什么情况下求极值不能用第二充分条件？

五、板书设计

课后思考：布置课后思考，

培养学生自主思考的学习

能力。这也是督促学生自觉

养成去回顾已学知识的习

惯。

教学反思

1. 成功之处

（1）利用随堂练习的时间，走入学生位置，对个别学生进行了指导和点拨。

（2）课程思政的融入做到了润物细无声，部分学生受到了鼓舞。

2. 存在问题

由于学生习惯利用手机搜索答案，不认真对待随堂练习，这样导致对学生的学习和掌

握情况了解不到位。

3. 改进措施

在未来的教学中，我需要更加注重评价与反馈的及时性，通过作业批改、课堂测验、

小组讨论等方式，及时了解学生的学习情况，并给予他们有针对性的指导和建议。
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授课题目 §3.5 曲线的凹凸性及函数作图 课时：2学时

教学目标

知识目标：

1. 理解曲线的凹凸性定义。学生应能明确什么是曲线的凹（上凹）和

凸（下凹），了解拐点是连续曲线弧上凹弧与凸弧的分界点。

2. 掌握曲线凹凸性的判定方法。学生应学会利用二阶导数符号来判断

曲线的凹凸性。

能力目标：

培养学生的分析与计算能力。通过分析和计算函数的二阶导数，判断

函数的凹凸性，并应用此知识解决相关问题。

素养目标：

培养学生的科学素养。培养学生的科学思维，使他们能够用数学的语

言和工具描述、解释和预测自然现象和社会问题。

重点难点
教学重点：凹凸性和拐点的判别方法、渐近线。

教学难点：凹凸性的判别方法。

方法手段
教学方法：讲授法、案例分析法。

教学手段：多媒体、学习通平台。

教学设计

教学过程 教学活动

一、导入新课

复习函数的单调性和极值导入新课，提出问题：若两个

函数皆是单调增加，那增加的快慢怎么确定？

前面我们已经讨论过函数的单调性，几何上它反映的是

函数图形的升降情况．但在研究函数图形时，只知道这些是

不够的．如函数
2xy  和 xy  在 [0, 1] 上的曲线，

学生自由回答该问题，发挥

想象力、分析力，由此导出

新课，提高学生的学习兴

趣。
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都是单调增加的，但它们图形的差别是明显的。下面我们利

用导数研究曲线的凹凸性及判别法.

二、讲解新知

1. 曲线的凹凸性与拐点

定义 1：如果在某区间内，曲线上每一点的切线都位于

该曲线的下方，则称曲线在该区间内是向上凹的（或向下凸

的）；如果曲线上每一点的切线都位于该曲线的上方，则称

曲线在该区间内是向下凹的（或向上凸的）.

可以理解为，曲线 y = f ( x ) 上任意两点的割线在曲线下

（上）面，则 y = f ( x ) 是凸（凹）的.

下面不加证明地给出曲线凹凸向的判别法：

定理 1：设函数 )(xfy  在开区间 (a, b) 内具有二阶导

数，

（1）若在 (a, b) 内， 0)('' xf 则曲线 y = f ( x ) 在 (a,
b) 内是上凹的；

（2）若在 (a, b) 内， 0)('' xf 则曲线 y = f ( x ) 在 (a,
b) 内是下凹的.

注：可从一阶导数的单调性加以考察.

例 1 判定曲线 y= xln 的凹凸性.

解：函数的定义域为 ) ,0(  ， 2

1'',1'
x

y
x

y 

当 x > 0 时， 0'' y ，故 y = lnx在 ) ,0(  内是向下凹的.

定义 2：若连续函数 f ( x ) 的点 P是曲线上凹和下凸的

分界点，则称点 P是曲线的拐点.

由于拐点是曲线凹向的分界点，则在拐点两侧近旁必

)('' xf 异号.故拐点 0x 横坐标只能是使 0)('' xf 的点或是

)('' xf 不存在的点.

所以可得其求法：设函数 y = f ( x ) 在 (a, b) 连续：

1) 先求出 )('' xf ，找出在 (a, b) 内使 0)('' xf 的点和

)('' xf 不存在的点；

2) 用上述点将 (a, b) 分成若干小区间，再在每个小区间

上考察 )('' xf 的符号；

3) 若在某点 ix 两侧近旁异号，则该点是拐点，否则不是.

随堂练习 求曲线
3xy  的凹向及拐点，并画草图.

解：因为
3xy  定义域为 ),(  ，

且 xyxy 6'',3' 2 

重点 1（也是难点）：曲线

的凹凸性与拐点。

利用学习通平台抽学生回

答，“若要用已学的知识判

定凹凸性，同学们能想到哪

个知识点”，以此调动学生

的积极互动性。

随堂练习：利用学习通平台

发布习题，学生作答后上传

答案及时批改，并对存在典
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令 0'' y 得 x = 0.
用 x = 0 将 ),(  分成两小区间 ),0(),0,(  .

当 )0,(x 时，曲线
3xy  下凹，

当 ),0( x 时，曲线
3xy  上凹，

所以，点 x = 0 为
3xy  拐点.

2. 曲线的渐近线

定义 3：若曲线 C上的动点 P沿着曲线无限地远离原点

时，点 P 与某一固定直线 L的距离趋近于零，则称 L为

曲线 C 的渐近线并不是任何曲线都有渐近线.

下面分三种情况进行讨论：

（1）斜渐近线

定理 2 若满足：

（1） k
x
xf

x




)(lim ；

（2） bkxxf
x




])([lim

则曲线 y = f (x)有斜渐近线为 y = kx + b.

例 2 求曲线
322

3




xx
xy 的斜渐近线.

解：令
32

)( 2

3




xx
xxf ，因为

2)
32

(lim   

])([lim,1
32

lim)(lim

2

3

2

2















x
xx

x

kxxfb
xx

x
x
xfk

x

xxx

所以斜渐近线为 2 xy .

（2）铅直渐近线

定义 4：若 Cx 时（有时仅当
 Cx 或

 Cx ），有 ，则

称直线 Cx  为曲线 )(xfy  的铅直渐近线，（其中 C为常数）.

（3）水平渐近线

定义 5：若当 x 时， Cxf )( （C 为常数），则称曲线 y=f(x)有水

平渐近线 Cy  .

注：这是斜渐近线为零的特殊情况.

3. 函数图形的描绘

一般地，可以按照如下步骤描绘函数图形：

(1) 求出函数的定义域，判定函数的奇偶性和周期性；

(2) 求出一阶导数和驻点，确定导数不存的点，再根据导

数的符号找出函数的单调区间与极值；

(3) 求出二阶导数及其零点和不存在的点，再根据二阶导

数的符号找出曲线的凹凸区间及拐点；

(4) 求出曲线的渐近线；

(5) 将上述“增减、极值、凹凸、拐”等特性综合列表，

必要时可用补充曲线上某些特殊点（如与坐标轴的交点），

依据表中性态作出函数的图形.

型错误的学生指出问题，同

时警示其他同学避免出现

相同错误。培养学生的应用

能力。

重点 2：曲线的渐近线。

第 3部分内容提高学生的动

手绘图能力，从而提高数学

素养。
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三、课程小结

1. 曲线的凹凸性和拐点的定义

2. 曲线的水平、垂直渐近线

3. 函数图形描绘的主要步骤和方法

四、布置作业

1. 教材的课后习题

2. 学习通上对应的作业

3. 思考：哪些点可能成为拐点？拐点和极值点在形式上

有什么区别？

五、板书设计

课后思考：布置课后思考，

培养学生自主思考的学习

能力。这也是督促学生去复

习已学的知识。

教学反思

1. 成功之处

在讲解函数的凹凸性时，我采用了比较密集的问答互动方式，督促到了学生学习的专

注度，也同时激发了学生的学习兴趣和参与度。

2. 存在问题

在课后，发现部分学生容易混淆“二阶导数大于零时为凹，小于零时为凸”这个判别

结果。

3. 改进措施

在今后，我将利用小技巧让学生更容易记住相关结论，比如大于零，为正，“正”这

个字上面比较平整，就对应了“凹”，而小于零，为负，“负”这个字上面突出了一撇，

就对应了“凸”。
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第 4 章 不定积分

授课题目 §4.1 不定积分的概念与性质 课时：2学时

教学目标

知识目标：

1. 掌握不定积分的定义。学生能够明确知道一个函数 f的不定积分 F
是一个导数等于 f的函数，即 F ' = f。

2. 理解不定积分的性质。学生能够熟悉并理解不定积分的基本性质。

能力目标：

培养学生的逻辑思维能力。通过不定积分的学习，学生能够锻炼和提

高自己的逻辑思维能力，特别是在理解和应用不定积分的性质和公式时。

素养目标：

培养学生逆向思维意识。不定积分与导数互为逆运算，学生能够通过

学习不定积分，锻炼和提升自己的逆向思维意识。

重点难点
教学重点：不定积分的定义、性质。

教学难点：不定积分的性质。

方法手段
教学方法：讲授法、讨论法、案例分析法。

教学手段：多媒体、学习通平台。

教学设计

教学过程 教学活动

第 4章的章节介绍：

前面我们已经研究了一元函数的微分学，而在实际问题

中，往往会遇到相反的问题。比如：已知某质点以速度 3tv 
作变速直线运动，求该质点的运动方程；又如：已知一过原

点的平面曲线上任一点处的切线斜率为 x2 ，求该曲线的方
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程。这两个问题都可归结为同一类问题——已知某一个函数

)(xf ，求函数 )(xF ，使 )()(' xfxF  .象这样的问题就是积分

学所要研究的基本问题.本章主要讲述不定积分的概念、性质

及其基本积分方法.

一、导入新课

思考与讨论：怎么找到一个导函数的原函数，与学过的

哪个知识息息相关？

二、讲解新知

1. 原函数和不定积分的定义

（1）原函数的概念

定义 1：设 f (x) 是定义在某区间的已知函数，若存在函

数 F(x) ，使得 F '(x) = f (x) 或 d F(x) = f (x)dx ，则称 F(x)
为 f (x) 的一个原函数.

例如：
x

x 1)'(ln  故 lnx是
x
1
的一个原函数；

2x 是 2x 的一个原函数；

但 xxxx 2...)'3()'2()'1( 222  ，所以的原

函数不是唯一的.

关于原函数的两点说明：

1）如果 f (x)在某区间连续，那么它的原函数一定存在.

2）原函数的统一表达式有如下结论：

定理 若 F(x) 是 f (x) 的一个原函数，则 F(x) + C是 f
(x) 的全部原函数，其中 C为任意常数.

（2）不定积分的概念

定义 2 函数 f (x) 的全体原函数叫做 f (x) 的不定积

分，记为

CxFdxxf  )()( ，其中 )()(' xfxF  .

例 1 求下列不定积分

（1） dxx 2
； （2） dx

x
1

。

以思维导图的形式展示章

节内容，启发学生在学习中

要养成逻辑性，要有知识体

系，才能清晰知识与知识之

间的联系。

组织学生讨论：怎么找到一

个导函数的原函数，与学过

的哪个知识息息相关？并

利用学习通让学生抢答问

题，对积极的学生加适当的

课堂积分。

重点：原函数与不定积分的

定义。
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解：（1）因为
23)

3
1( xx  ，所以 Cxdxx  32

3
1

.

（ 2）因为 x > 0 时， )(ln x =
x
1

，又 x < 0 时，

xx
x 11))'(ln( 




 ，所以 Cxdx
x

 ||ln1
.

例 2 设曲线过点 (1, 2) 且斜率为 2x，求曲线方程。

解: 设所求曲线方程为 y = y(x). 按题意有:
dx
dy

=2x ，

故 y =  xdx2 = 2x +C .又因为曲线过点 (1, 2) ，

故代入上式 2 = 1 + C ，于是所求方程为 y = 2x +1.
随堂练习 设某物体以速度

23tv  作直线运动，且当 0t
时 2s ，求运动规律 )(tss  。

解：按题意有
23)( tts  ，即 Ctdttts   323)( ，

再将条件 0t 时 2s 代入得 ,2C 故所求运动规律为

23  ts .

由积分定义知，积分运算与微分运算之间有如下的互逆

关系：

（1） )()')(( xfdxxf  或 dxxfxfd )())((  ；

（2）   CxFdxxF )()( 或   .)()( CxFxdF

2. 不定积分的几何意义

在 ( )f x 全部原函数 ( )F x C ( )C R 中，对任何一个

给定的C，都有一个确定的原函数，在几何上也就对应着一

条确定的曲线，称为积分曲线． ( )F x C 对应着一簇曲线，

称为 ( )f x 的积分曲线簇。

这些曲线在横坐标相同点处的切线斜率相等，即它们在

横坐标相同点处的切线彼此平行，积分曲线簇中的任何一条

曲线都可以由其中的 ( )y F x 沿 y轴上下平移而得到．

例 3 设曲线通过点（1, 2），且其上任一点处的切线斜率等

于这点横坐标的两倍，求此曲线方程．

解： 设所求曲线方程为 ( )y F x ，依题设曲线上任一

点 ( , )x y 处的切线斜率 '( ) 2F x x ，即 ( )F x 是 2x的一个原

函数.

因为
22xdx x C  ，故必有某个常数C，

随堂练习：利用学习通平台

发布习题，学生作答后上传

答案及时批改，并对存在典

型错误的学生指出问题，同

时警示其他同学避免出现

相同错误。

培养学生的逆运算思维：积

分运算与微分运算之间有

如下的互逆关系。
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使 ( )F x = 2x C ，代入点(1, 2)得 1C  ，

于是所求曲线为
2( ) 1F x x  ．

3. 不定积分的性质

（1）线性性

设 ( )f x ， ( )g x 的原函数存在，则

1) ( ) ( )kf x dx k f x dx  （ k是不为零的常数）

2)      dxxgdxxfdxxgxf )()()()( .（可推广到

有限个函数的情形）．

（2）可微性

1）[ ( ) ]' ( )f x dx f x 或 [ ( ) ] ( )d f x dx f x dx
2） '( ) ( )f x dx f x C  或 ( ) ( )df x f x C  ．

4. 不定积分的基本公式

  Ckxkdx （k为常数）；

  Cx
x
dx ln ；

 





Cxdxx
1

1






)1(  ；

 


Cxdx
x

arctan
1

1
2 ；

 


Cxdx
x

arcsin
1

1
2 ；

  Cxxdx sincos ；

  Cxxdx cossin ；

   Cxxdxdx
x

tansec
cos

1 2
2 ；

   Cxxdxdx
x

cotcsc
sin

1 2
2 ；

  Cxxdxx sectansec ；

  Cxxdxx csccotcsc ；

  Cedxe xx
；

  C
a

adxa
x

x

ln ．

例 4 求
2 3

2

3 2x x x x dx
x

 
 ．

解： 原式 =
5
33( 2 )x x dx

x


 

=
23
322 3ln | | 3

3
x x x C


   ．

难点：不定积分的性质。

提问：利用学习通平台抽学

生回答导数的原函数，以加

强学生对基本初等函数求

导的熟悉度，同时为不定积

分的计算打下基础。



97

三、课程小结

1. 原函数、不定积分的概念及其性质

2. 熟记基本积分公式.
3. 掌握不定积分的基本公式

4. 掌握不定积分的直接积分法

四、布置作业

1. 教材的课后习题

2. 学习通上对应的作业

3. 思考：不定积分的结果一定是唯一的吗？

五、板书设计

课后思考：布置课后思考，

培养学生自主思考的学习

能力。这也是督促学生去预

习后续知识。

教学反思

1. 成功之处

在教学过程中，我采用了讲授、案例分析、讨论等多种教学方法，整个课堂具有满满

的活力。

2. 存在问题

在讲课中，我对知识点之间的关系、整合性等讲授得不够充分。

3. 改进措施

在今后的授课中，在讲授不定积分的概念时，我可以回顾一下导数的定义和性质，帮

助学生理解不定积分与导数之间的逆运算关系。同时，我也可以在讲解不定积分的性质时，

引入一些与微分相关的概念和公式，让学生看到微积分之间的紧密联系和内在一致性。
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授课题目 §4.2 积分法（1） 课时：2学时

教学目标

知识目标：

1. 学会利用公式进行积分。学生应能够运用掌握的不定积分公式，对

给定的被积函数进行积分运算。

2. 理解第一类换元积分法的基本思想。即复合函数求导法则的逆过

程。掌握凑微分的方法，能够识别并构造出复合函数与其内函数的积的形

式。

能力目标：

培养学生的计算能力。学生能够运用积分的基本公式和性质，正确计

算各类函数的积分。

素养目标：

培养学生严谨的数学态度。学生能够以严谨的态度对待积分的学习和

应用，注意细节和准确性，避免在计算过程中出现错误。

重点难点
教学重点：直接积分法、第一类换元积分法。

教学难点：第一类换元积分法。

方法手段
教学方法：讲授法、案例分析法。

教学手段：多媒体、学习通平台。

教学设计

教学过程 教学活动

一、导入新课

复习不定积分的概念、性质和积分公式导入新课。

二、讲解新知

1. 直接积分法
重点 1：直接积分法。
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利用积分表中的公式和不定积分的性质可直接求一些简

单函数的不定积分，这种求不定积分的方法称为直接积分法，

它是一种最基础的积分方法．下面通过例题来看如何用此法

求一些函数的不定积分.

例 1 求
1x x x dx
x

 
 ．

解：
1x x x dx
x

 
 = 2

1 1(1 )dx
x x

 

= 2

1 1dx dx dx
x x

   
1 2x x C
x

    ．

例 2 求 3x xe dx ．

解： 3x xe dx = (3 )
x

e dx =
3

1 ln 3

x xe C


．

例 3 求
2

21
x dx
x ．

解：
2

21
x dx
x =

2

2

1 1
1
x dx

x
 


= 2

1
1

dx dx
x


 

= arctanx x C  ．

例 4 求
2

2

2( 4sin csc )
1

x x dx
x




 ．

解：
2

2

2( 4sin csc )
1

x x dx
x






=
2

12 4 sin
1

dx xdx
x




 
2arcsin 4cosx x C   ．

例 5 求 csc (cot 2csc )x x x dx ．

解： csc (cot 2csc )x x x dx
=

2(csc cot 2csc )x x x dx
= csc 2cotx x C   ．

例 6 求
2sin

2
xdx ．

解：
2sin

2
xdx =

1 cos
2

x dx


=
1 (1 cos )
2

x dx
=

sin
2 2
x x C  ．
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随堂练习 1 求
3 2tan tan tan 1

tan 1
x x x dx

x
  

 ．

解：
3 2tan tan tan 1

tan 1
x x x dx

x
  



=
2tan (tan 1) (tan 1)

tan 1
x x x dx

x
  


= 2(tan 1)x dx
=

2(sec 2)x dx
= tan 2x x C  ．

例 7 一个静止的质点，其质量为m，在变力 sinF A t （其

中 A为常数， t为时间变量）的作用下沿直线运动，试求质

点的运动速度 ( )v t .

解：根据力学第二定律，质点运动的加速度是

sin( ) F A ta t
m m

 

由于 ( ) ( )v t a t 
sinA t
m



所以
sin( ) A tv t dt
m

  = cosA t C
m

  ，其中C为待

定常数，它可由质点在 0t  时状态定出.由假设，质点开始

时处于静止状态，故 (0) 0v  ，由

(0) cos 0 0A Av C C
m m

      

得
AC
m

 ，从而求得 ( ) cosA Av t t
m m

   ．

2. 换元积分法：第一类换元积分法（凑微分法）

例 8 求  .3 dxe x

解：

CeCedue

xuxdedxe

xuu

ux








3

3

3
1

3
1

3
1

3)3(
3
1

回代

定理 如果   CxFdxxf )()( ，则

   CuFduuf )()( ，

其中 )(xu  是 x 的可微函数．

凑微分法的一般计算程序：

    )()(  )()( xdxfdxxxf    凑微分 )( xu 令

    )()( 回代CuFduuf CxF ))(( ．

随堂练习 1：利用学习通平

台发布习题，学生作答后上

传答案及时批改，并对存在

典型错误的学生指出问题，

同时警示其他同学避免出

现相同错误。

重点 2（也是难点）：第一

类换元积分。

凑微分培养学生的逆运算

思维。
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例 9 求  .sincos 2 xdxx

解：设 u = cosx，得 du = -sinxdx.

原式=- CxCuduu  332 cos
3
1

3
1

．

随堂练习 2 求 
 xx
dx

2ln1
。

解： 
 xx
dx

2ln1
)(

ln1
1

2 x
dx

x




Cxxd
x




  )arcsin(ln)(ln
ln1
1

2
．

例 10 求下列积分：

（1） a
xa

dx (
22


>0）；（2）  22 xa

dx
；（3） xdxtan ；

（4）  xdxcot （5） xdxsec ； （6）  xdxcsc ．

解：（1）原式 )(
)(1

1

)(1

1
22 a

xd

a
x

dx

a
xa

 







Cx  arcsin ．

（2）原式 C
a
x

a
 arctan1

．

（3）原式 Cx
x
xddx

x
x

  |cos|ln
cos

)(cos
cos
sin

．

（4）原式 Cx  |sin|ln ．

（5）原式 dx
xx
xxx

 



sectan

)tan(secsec

.|tansec|ln           

)sec(tan
sectan

1           

sectan
tansecsec           

2

Cxx

xxd
xx

dx
xx
xxx

















（6）原式 Cxx  |cotcsc|ln ．

随堂测试：求下列积分：

（1） dx
ax  22

1
； （2） dx

x
x





24

3
；

随堂练习 2：利用学习通平

台发布习题，学生作答后上

传答案及时批改，并对存在

典型错误的学生指出问题，

同时警示其他同学避免出

现相同错误。

随堂测试：利用学习通平台

发布测试题，规定时间学生

作答，最后给出答案，自行

判断对错。挑选作答精准的



102

（3） dx
e x 1

1
； （4）  xdx2sin ；

解：本题积分前，需先用代数运算或三角变换对被积函

数作适当变形。

 

.ln
2
1    

||ln||ln
2
1    

)()(
2
1    

)11(
2
11  1 22

C
ax
ax

a

Caxax
a

ax
axd

ax
axd

a

dx
axaxa

dx
ax
































 

）（

.
44

3
4
3  2

222 








 dx
x

x
x

dxdx
x
x

）（

= )4(
4

2
1

2
arcsin3 2

2
xd

x
x





 

= .4
2

arcsin3 2 Cxx


)1(
1

1)
1

1(    

1
1

1
1  3

x
xx

x

x

xx

x

ed
e

dxdx
e
e

dx
e
eedx

e















 

）（

.)1ln( Cex x 

.2sin
4
1

2
12cos

2
1

2
1     

2
2cos1sin  4 2

Cxxxdxdx

dxxxdx








）（

三、课程小结

1. 直接积分法（利用积分公式）

2. 第一类换元积分：凑微分

    )()(  )()( xdxfdxxxf    凑微分

)( xu 令

    )()( 回代CuFduuf CxF ))((

学生上台讲解，既培养锻炼

了计算能力，又锻炼了表述

能力。
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四、布置作业

1. 教材的课后习题

2. 学习通上对应的作业

3. 思考：总结凑微分能解决什么样得题型？

五、板书设计

课后思考：布置课后思考，

培养学生自主思考的学习

能力。这也是督促学生去预

习后续知识。

教学反思

1. 成功之处

在授课中，更注重与学生的互动，通过提问、练习、测试等方式激发他们的学习兴趣

和积极性；利用多媒体、电子手写板等演示积分求解过程，利用学习通平台发布随堂练习

等方式促进学生巩固所学知识，帮助学生更直观地且富有逻辑地理解两种积分方法。

2. 存在问题

在课间，反馈不及时，我没有及时给予学生足够的反馈和指导，导致他们无法及时纠

正错误和弥补不足。

3. 改进措施

在今后，为了进一步提高教学效果，我计划在未来的教学中加强对学生的个别辅导和

答疑，帮助他们解决学习中的困惑和问题。
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授课题目 §4.2 积分法（2） 课时：2学时

教学目标

知识目标：

1. 掌握第二类换元积分方法。学生需要掌握第二类换元积分法的具体

步骤和技巧，包括如何选择合适的换元函数、如何进行换元后的积分计算

以及如何还原原变量等。

能力目标：

培养学生的分析和计算能力。学生需要具备分析被积函数结构的能力，

能够判断何时使用第二类换元积分法计算不定积分。

素养目标：

培养学生数学素养。通过学习第二类换元积分法，培养学生的逻辑思

维和推理能力等数学素养，学会从复杂的问题中抽象出数学模型，并运用

数学方法进行求解。

重点难点
教学重点：第二类换元积分。

教学难点：第二类换元积分。

方法手段
教学方法：讲授法、讨论法、案例分析法。

教学手段：多媒体、学习通平台。

教学设计

教学过程 教学活动

一、导入新课

复习直接积分法与第一类换元积分法导入新课.

提出问题：前面我们学习了第一类换元积分法，其最显

著特点是作变量代换 )(xu  （ x 作为自变量），利用该法

大大的扩大了积分的范围，但对于一些积分运用该法仍然很

组织学生讨论：对于像

dxxa  22
类型题，如何

求出不定积分？并利用学
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难甚至不能凑效.例如： dxxa  22
、 dx

xa
 22

1
等等，

那我们应该怎么办呢？

二、讲解新知

定理：第二换元积分法

 
  CxFxtCtF

dtttfxxdxxf








)()()(

  )()( )( )(
11_ 

 积分换元

第二类换元法中常见的有根式代换法、倒代换法和三角

代换法三种．

1. 根式代换法

如果被积函数中含有 n ax b 或 n
ax b
cx d




（
a b
c d
 ）时，

一般我们可以考虑通过根式代换法，将原积分化为有理函数

的积分计算.

例 1 求 .
1

dx
x
x

 

解：为了消去根式，可令 tx  ，即 )0(2  ttx ，

则 tdtdx 2 ，于是

dt
t

ttdt
t
tdx

x
x

 





 1
22

11

2

dt
t

tdt
t

t )
1

11(2
1

1)1(2
2

  







.|1|ln22

|1|ln222

Cxxx

Cttt





例 2 求
3

1
1 2

dx
x  .

解：设 3 2t x  ，则
32x t  ，

23dx t dt ，代入得

3

1
1 2

dx
x  =

2 2 1 13 3
1 1
t tdt dt
t t

 


  
13 [( 1) ]

1
t dt

t
  



习通让学生抢答问题，对积

极的学生加适当的课堂积

分。

重点（也是难点）：第二类

换元积分法。
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13 [( 1) ( 1) 3 ( 1)
1

t d t d t
t

    
 

23 ( 1) 3ln | 1|
2
t t C    

= 23 33 ( 2 1) 3ln | 2 1|
2

x x C      ．

例 3 求
4

1 dx
x x .

解：设 4t x ，则
4x t ，

34dx t dt ，代入得

4

1 dx
x x = 3

2

1 4t dt
t t =

14 ( 1 )
1

t dt
t

 


2 24 42( 1) 4 ln 1 (2 1) 4 ln 1t t C x x C          ．

随堂练习 1
(1 )
dx
x x ．

解 1：设 xt  ，则
2tx  ， tdtdx 2 ，代入得

 





 22 1
2

)1(
2

)1( t
dt

tt
tdt

xx
dx

Ct  arctan2

2arctan x C  ．

解 2：由于

21 (2 ) 2 ( ), 1 1 ( )dx d x d x x x
x

     ，所以

Cxac
x
xd

xx
dx





  tan2

)(1
2

)1( 2 ．

2. 倒代换法

所谓倒代换，即设
1x
t

 或
1t
x

 ，一般地若被积函数是

分式，分子、分母关于 x的最高次幂分别是 ,m n，当 1n m 

时，可试用倒代换法．

例 4 求 7(2 )
dx

x x .

随堂练习 1：利用学习通平

台发布习题，学生作答后上

传答案及时批改，并对存在

典型错误的学生指出问题，

同时警示其他同学避免出

现相同错误。
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解：设
1x
t

 ，则 2

1dx dt
t

  ．代入得

原式=
62

7

7

1

1 1 1 2(2 )

dt tt dt
t

t t


 


 

7
7

7

1 (1 2 ) 1 ln |1 2 |
14 1 2 14

d t t C
t


     



71 ln |1 2 |
14

x C    ．

3. 三角代换法

有些特殊的二次根式，为了消除根号，通常利用三角函

数关系式来进行换元．

例 5 求   dxxa 22 .

解：令 x = asint (-
2
1

π < t <
2
1

π)，那么

tdtadxtaxa coscos22  且 ，于是

.2sin
42

    

2
2cos1    

cos

22

2

2222

Ctata

dtta

tdtadxxa











.

随堂练习 2 求
24 x dx .

解：设 2sinx t （
2

t 
 ），则 2cosdx tdt ，代入

得
24 x dx = 24 4sin 2cost tdt 

2 1 cos 24 cos 4
2

ttdt dt
  
=

12( sin 2 )
2

t t C  = 2( sin cos )t t t C  ．

因为 2sinx t （
2

t 
 ），所以 arcsin

2
xt  ，

2
2 41

2
xt t 

  cos sin ，于是

随堂练习 2：利用学习通平

台发布习题，学生作答后上

传答案及时批改，并对存在

典型错误的学生指出问题，

同时警示其他同学避免出

现相同错误。
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24 x dx = 2( sin cos )t t t C 

=
242(arcsin )

2 4
x x x C
  .

例 6 求 
 2

3
2 )(

2

xa

dx
(a > 0）.

解：令 tax tan (-
2
1

π < t <
2
1

π)，则 tdtadx 2sec .

所以

Ct
a

tdt
a

dt
ta
ta

xa

dx



 sin1cos1

sec
sec

)(
2233

2

2
3

22

.

又因为 ，
22

sin
xa

xt




故 C
xaa

x

xa

dx






 222

2
3

22 )(
.

例 7 求 


dx
x

dx

2
3

2 )1(
.

解：设 sinx t （
2

t 
 ），则 tdtdx cos ，

ttx 32
3

22
3

2 cos)sin1()1(  ，代入得

dt
t

dt
t
t

x

dx
  


23

2
3

2 cos
1

cos
cos

)1(
= tan t C ，

由 ,sin tx  得
2

tan
1
xt
x




，于是

C
x

x

x

dx






 2

2
3

2 1)1(
.

例 8 求
29

dx
x .

解：设 3tanx t （
2

t 
 ），则

23secdx tdt ，代入

得
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29
dx
x =

2

2

3sec
9(1 tan )

tdt
t

 =
2sec

sec
tdt
t

= 1sec ln sec tantdt t t C   ，

根据 tan
3
xt  构造直角三角形得

29sec
3
xt 

 ，于是

29
dx
x =

29ln
3 3
x x
 + 1C

= 2ln 9x x  +C（ 1 ln 3C C  ）．

随堂测试：求   922 xx
dx

．

解 ： 当 3x  时 ， 设 3secx t (0 )
2

t 
  ， 则

tdttdx tansec3 , tx tan31sec39 22  ，代入得

dt
tt
tt

xx
dx

 



 tan3sec9

tansec3
9 222

  Cttdtdt
t

sin
9
1cos

9
1

sec
1

9
1

,

由 tx sec3 ，得

2 9sin xt
x


 ，于是

C
x

x
xx
dx





 9

9
9

2

22
.

当 3x   时，设 x u  ，则由 3u   得 3u  ，由上面计

算结果得，

2 2

2 2 2 2

( ) 9 9
9 99 9

d u du u xC C
u xu u u u

  
      

 
 

故当 3x  或 3x   时，都有 C
x

x
xx
dx





 9

9
9

2

22
.

结论：一般地，当被积函数含有

（1） ；可作替换 txxa sin,22 

（2） 22 ax  ,可作替换 tax tan ；

随堂测试：利用学习通平台

发布测试题，规定时间学生

作答，最后给出答案，自行

判断对错。挑选作答精准的

学生上台讲解，既培养锻炼

了计算能力，又锻炼了表述

能力。

结论：总结技巧，有利于学

生掌握不定积分的计算。
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（3） 22 ax  ，可作替换 tax sec .

三、课程小结

1. 根式代换

2. 倒代换

3. 三角代换

四、布置作业

1. 教材的课后习题

2. 学习通上对应的作业

3. 思考：第一类换元积分与第二类换元积分的区别？

五、板书设计

课后思考：布置课后思考，

培养学生自主思考的学习

能力。也是培养学生的辨别

和判断意识，逐渐具备良好

的数学素养。

教学反思

1. 成功之处

在教学过程中，我延续采用了讲授、案例分析、讨论等多种教学方法，面对复杂的知

识内容，整个课堂仍具有比较好的互动性。

2. 存在问题

整个课堂讲授重，虽然我讲解了很多例题，但学生的练习量还不够，需要增加更多的

练习来巩固所学知识。

3. 改进措施

在今后的授课中，我将更加注重以学生为主，充分考虑他们的学习情况，在课时安排

中，留出一定时间让学生多动手练习，以达到及时巩固所学知识。
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授课题目 §4.2 积分法（3） 课时：2学时

教学目标

知识目标：

1. 掌握分部积分公式，即∫udv=uv-∫vdu，并理解其推导过程。

2. 明确分部积分法主要运用的情况。例如被积函数为幂函数与三角函

数、幂函数与指数函数、对数函数或反三角函数的乘积时，可考虑使用分

部积分法。

能力目标：

培养学生的逻辑思维、计算和辨析能力。通过分部积分法的学习，学

生能够准确判断何时使用分部积分法求解不定积分，并正确选取 u和 dv。
熟练掌握分部积分法的计算步骤，包括将原积分改写为∫udv形式、求出 uv
和∫vdu、将结果相减得到原积分的解等。

素养目标：

培养学生逆向思维意识。从已知的积分结果反推原函数或积分过程，

将复杂的不定积分通过分部积分转换简单化该不定积分，具备逆向思维意

识。

重点难点
教学重点：分部积分法。

教学难点：分部积分法。

方法手段
教学方法：讲授法、讨论法、案例分析法。

教学手段：多媒体、学习通平台。

教学设计

教学过程 教学活动

一、导入新课

复习第一类和第二类换元积分方法，并进行比较，以此
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导入新课.

二、讲解新知

利用前面所介绍的积分方法可以解决许多积分的计算，

但对于像 dxx ln 、 dxex x 2
、 dxxx cos 等这样一些简单

的积分却仍然无能为力，为了解决这个问题，我们可用两个

函数乘积的微分法则推得求积分的另外一种方法——分部积

分法.

定理：分部积分法

设函数 )(xuu  ， )(xvv  具有连续导数，根据乘积微

分公式有

vduudvuvd )( ，

移项 vduuvudv  ，

两边积分得   vduuvudv ，（分部积分公式）

1. 降次法

被积函数为幂函数与三角函数或指数函数的乘积时，选

幂函数为 u ，三角函数或指数函数为 v' ，应用分部积

分公式后就降一次幂.

例 1 求  xdxx cos .

解：设 xu  ， )(sincos xdxdxdv  ，代入公式得

   xdxxxxxdxdxx sinsin)(sincos

= .cossin Cxxx 
总结：运用分部积分法的关键是恰当的选择好u， dv。

一般要考虑下面两点：

（1） v要易求；

（2）  udvvdu要比 容易积出.

例 2 求
xxe dx ．

解：
xxe dx = ( )x x x x xxd e xe e dx xe e C      .

例 3 求 dxex x 2 .

解：   )()( 2222 xdeexedxdxex xxxx

= )(22 22 xxxx exdexdxxeex  

= Cexeexdxexeex xxxxxx   22)(2 22

Cexx x  )22( 2 .

2. 转换法

当被积函数为幂函数或常数与反三角函数或对数函数的

乘积时，选反三角函数或对数函数为 u ，幂函数为 v' ，应

重点：分部积分法的求解步

骤。

组织学生讨论：分部积分的

基本步骤是什么？既可以

让学生熟悉分部积分的基

本公式，又可以复习微分的

求解方式。



113

用分部积分公式后反三角函数或对数函数转变为别的函数.

例 4 求 ln xdx ．

解：这里被积函数只有一部分，把 ln x看成u ，则 dx
就是dv，因此

ln ln ln ln lndxxdx x x xd x x x x x x x C
x

         .

例 5 求 lnx xdx ．

解：
2 2 2

ln ln ln ln
2 2 2
x x xx xdx xd x d x    

2 2 21 1ln ln
2 2 2 2
x x xx dx x xdx

x
    

2 2

ln
2 4
x xx C   .

例 6 求 arcsin xdx
解： arcsin xdx = arcsin arcsinx x xd x 

=
2

arcsin
1
xx x dx
x






= 2

2

1 1arcsin (1 )
2 1

x x d x
x

 



= 2arcsin 1x x x C   .

随堂练习 1 求 arctanx xdx ．

解： arctanx xdx
2

arctan ( )
2
xxd 

2
2

2

1 1arctan
2 2 1
x x x dx

x
   


2 2

2

1 1 1arctan
2 2 1
x xx dx

x
 

  


2

2

1 1arctan (1 )
2 2 1
x x dx

x
   


2 1 1arctan arctan

2 2 2
x x x x C     .

3. 循环法

当被积函数为三角函数正弦或余弦与指数函数的乘积

时，任意选定其中一个函数为 u ，幂函数为 v' ，应用两次

分部积分公式后都会变为原来的积分.

例 7 求  xdxe x sin .

解： xdxexeexdxdxe xxxx cossin)(sinsin   

随堂练习 1：利用学习通平

台发布习题，学生作答后上

传答案及时批改，并对存在

典型错误的学生指出问题，

同时警示其他同学避免出

现相同错误。

难点：循环法。
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)(cossin  xx exdxe

 xdxexexe xxx sincossin .

移项整理得 Cxxexdxe xx  )cos(sin
2
1sin .

4. 递推法

当被积函数为某一函数的高次幂时，可适当选择 u 和

v' ，应用分部积分公式后，会得到该函数的高次幂函数和低

次幂函数的关系（递推公式）.
下列几种类型积分，均可用分布积分求解：

；可设

，，对于

n

nnaxn

xu

xdxxxdxxdxex



 ,cossin

；，，可设

，，，对于

xxxu

xdxxxdxxxdxx nnn

arctanarcsinln

arctanarcsinln




.cos,sin

cossin

bxbxu

bxdxedxbxe axax




可设

，，对于

（1）上述情况
nx 换为多项式仍然成立.

（2）一经选定，再次分布积分时，必须按原来的选择.
例 8 求 (ln )nnI x dx  的递推公式（其中 n为正整数，且

2n  ）.
解： (ln )nnI x dx  = (ln ) (ln )n nx x xd x 

= 1 1(ln ) (ln )n nx x x n x dx
x

 
= 1(ln ) (ln )n nx x n x dx  = 1(ln )n nx x nI  .

所求的递推公式为 1(ln )nn nI x x nI   .

随堂练习 2 求
3sec xdx

解：原式
3 2sec sec tan sec tan sec tanxdx xd x x x x xdx    

= 2sec tan sec (sec 1)x x x x dx 
= 3sec tan sec secx x xdx xdx  
= 3sec tan sec ln sec tanx x xdx x x   .

于是
3 1sec (sec tan ln sec tan )

2
xdx x x x x C    .

在求不定积分的过程中，有时要同时使用换元积分法与分

部积分法，前面有过例子，下面再看一例

随堂练习 3 用两种方法求 dx
x

x
 1

.

解法 1: 分项，凑微分

随堂练习 2：利用学习通平

台发布习题，学生作答后上

传答案及时批改，随机抽取

学生对其他学生的答案进

行批阅。培养学生的辨析能

力。

随堂练习 3：利用学习通平

台发布习题，学生作答后上

传答案及时批改，随机抽取
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 






 x

dxdxxdx
x

xdx
x

x
1

1
1

11
1

.

Cxx  2
1

2
3

)1(2)1(
3
2 .

解法 2: 令 ux 1 ，则 .dudx 

Cuu
u
duduudu

u
udx

x
x





  2

1
2
3

2
3
21

1

= Cxx  2
1

2
3

)1(2)1(
3
2

.

三、课程小结

1. 降幂法

2. 转换法

3. 循环法

4. 递推法

四、布置作业

1. 教材的课后习题

2. 学习通上对应的作业

3. 思考：利用分部积分法的关键问题是什么？

五、板书设计

学生对其他学生的答案进

行批阅。培养学生的辨析能

力。

课后思考：布置课后思考，

培养学生自主思考的学习

能力。这也是督促学生及时

复习相关知识以及重点知

识。

教学反思

1. 成功之处

在教学中，我比较清晰地阐述了分部积分法的原理、公式以及应用方法，通过具体的

例子展示了如何选择合适的 u和 dv，使得学生对分部积分的理解更加容易。

2. 存在问题

在讲课中，教学手段和方法的创新性不足。

3. 改进措施

在今后的授课中，（1）根据学生的学习情况和反馈，对教学内容进行适当调整和优化，

使其更加符合学生的认知水平和实际需求。（2）采用更多元化的教学方法和手段，如翻转

课堂、项目式学习等，以激发学生的学习兴趣和参与度。
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授课题目 §4.2 积分法（4） 课时：2学时

教学目标

知识目标：

1. 理解有理函数积分法的概念。掌握有理函数的概念，即两个多项式

的商表示的函数。

2. 掌握有理函数积分的基本方法。学习有理函数分解的方法，如部分

分式分解。掌握常见类型的有理函数（如真分式、假分式等）的积分计算

方法。

能力目标：

培养学生的计算能力。能够熟练地对有理函数进行部分分式分解，能

够准确计算各种类型的有理函数的不定积分。

素养目标：

培养学生的创新精神。鼓励学生探索新的解题方法和思路，培养其创

新意识和实践能力。引导学生关注数学在实际问题中的应用，培养其应用

数学解决实际问题的能力。

重点难点
教学重点：有理函数的积分法。

教学难点：三角函数有理分式的积分法。

方法手段
教学方法：讲授法、讨论法、案例分析法。

教学手段：多媒体、学习通平台。

教学设计

教学过程 教学活动

一、导入新课

1. 复习分部积分的求解方法.

2. 课前练习：
xe dx

通过复习和课前练习能够

快速督促学生进入课堂学

习状态。借助学习通平台发
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解： 设 x t 有
2 , 2x t dx tdt  ，则

xe dx = 2te tdt = 2 ttde
=2( )t te t e dt  =2 ( 1)xe x C  .

二、讲解新知

1. 有理函数

有理函数是指由两个多项式的商所表示的函数，即具有

如下形式的函数

1
0 1 1

1
0 1 1

( )
( )

n n
n n

m m
n m

a x a x a x ap x
q x b x b x b x b







  


  



，

其中 ,m n都是非负整数， 0 1 0 1, ,a a b b 都是实数，并且

0 00, 0a b  ．我们假定 ( )p x ， ( )q x 无公因式，当 n m 时

称这有理函数为假分式；当 n m 时称这有理函数为真分

式．这里先介绍真分式的积分方法．

有些真分式的积分，可以用直接、换元等积分方法进行

计算.例如

2 2

3 1 13arctan , arctan
1 4 2 2

xdx x C dx C
x x

   
  

2 2
2 2

1 1 1( 1) ln( 1)
1 2 1 2

x dx d x x C
x x

    
   等等．

但有些真分式的积分到目前为止还无法计算，下面将介

绍求真分式积分的又一种方法——部分分式法.

先看几个式子

（1） 6 5 11 27
3 2 ( 3)( 2)

x
x x x x


 

   
；

（2） 2 2

1 1 1 1
1 ( 1) ( 1)x x x x x

  
  

；

（3）
2

2 2

2 1 2
2 2 2 ( 2)( 2 2)

x x x
x x x x x x

  
 

     
；

从上面三个式子可以看出等式左端是几个较简单的真分

式的和，经通分合并后变为一个较复杂的真分式，不难想象，

为了解决复杂的真分式的积分问题，可先把复杂的真分式分

解成若干个简单的真分式的和，然后再对简单的真分式积

分．下面介绍把复杂的真分式分解成若干个简单的真分式的

方法．

观察上面三个式子：

（1）的右端分母有因式（ 3x  ）及( 2x  )，左端就有

形如
3

A
x 

和
2

B
x 

的分式；

布课前练习题，学生能够快

速接收到上课督促的信息，

从而提高学习的积极性。
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（2）的右端分母有因式 x及 2( 1)x  ，左端就有形如
A
x

和 21 ( 1)
B C
x x


 

的分式；

（3）的右端分母有形如 ( 2x  )及 2( 2 2)x x  的因

式，左端就有形如
2

A
x 

和 2( 2 2)
Bx C

x x


 
的分式．

由代数学可知下列结论成立：

若真分式分母中有因式 ( )nx a ，则分解后对应项为：

1 2
2( ) ( ) ( )

n
n

AA A
x a x a x a

 
  

 ．

若真分式分母中有因式
2 2( ) ( 4 0)nx px q p q    ，

则分解后对应项为：

1 1 2 2
2 2 2 2( ) ( ) ( )

n n
n

B x CB x C B x C
x px q x px q x px q

 


     
 ．

2. 有理函数积分法

下面通过例题介绍如何用部分分式法求不定积分

例 1 求 2

3
5 6


 
x dx

x x
．

解：由于被积函数分母
2 5 6 ( 6)( 1)x x x x     ，因

而被积函数可以写成 2

3
5 6
x

x x


 
=

6 1


 
A B
x x

，

这里 ,A B为待定常数,可用如下方法求出 ,A B ,
两端去分母 3x  = ( 1) ( 6)  A x B x
整理得 3x  = ( )A B x 6 A B

比较系数得
1

6 3
A B
A B
 

  
解方程组得

3
7

A ，
4
7

B ；

另一种方法是在 3x  = ( 1) ( 6)  A x B x 中,分别令

1x 和 6 x 得
4
7

B ，
3
7

A ，于是

2

3
5 6
x dx

x x


  =
3 1 4 1
7 6 7 1


  dx dx
x x

=
3 4ln 6 ln 1
7 7

   x x C ．

例 2 求
2

2

1
( 1)
x dx
x x


 ．

解：被积函数可以写成
2

2

1
( 1)
x
x x




= 21 ( 1)
A B C
x x x
 

 
，

去分母得
2 21 ( 1) ( 1)x A x Bx x Cx      ，

令 0x  ，得 1A  ，令 1x  ，得 2C  ，令 2x  ，得 0B  ，

于是

重点：有理函数积分法。
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2

2 2

1 1 2( )
( 1) ( 1)
x dx dx

xx x x


 
   =

2ln
1

x C
x

 


．

随堂练习 1 求 2 2

1
( 1)( )

dx
x x x  ．

解：被积函数可以写成

2 2 2

1
( 1)( ) 1 1

A B Cx D
x x x x x x


  

   
，

解得
11,
2

A B   ，
1
2

C D   ，于是

2 2

1
( 1)( )

dx
x x x  = 2

1 1 1[ ]
2( 1) 2( 1)

x dx
x x x


 

 

=
21 1 1ln ln 1 arctan ln( 1)

2 2 4
x x x x C      ．

随堂练习 2 求
5 4

3

8x x dx
x x
 


解：被积函数可以写成
5 4 2

2
3 3

8 81x x x xx x
x x x x
   

   
 

而
2

3

8 8 3 4
1 1

x x
x x x x x
 

  
  

故
5 4

3

8x x dx
x x
 
 =

2 1x x  
8 3 4

1 1x x x
 

 
3 21 1 8ln 3ln 1 4ln 1

3 2
x x x x x x C         ．

如果被积函数是假分式，则根据多项式除法将假分式写成

一个多项式与一个真分式和的形式，然后分别积分即可

因为假分式总可以根据多项式除法写成一个多项式与一

个真分式的乘积和形式，这里就只对真分式进行讨论。

任意一个真分式可分解为以下四类最简单的分式之和：

ax
A


， nax
A

)( 
，

qpxx
BAx



2 ， nqpxx

BAx
)( 2 


.

若有理真分式分母中有因式
nax )(  ，n ≥ 2，分解后分

式中含有：

n
n

ax
A

ax
A

ax
A

)(
...

)()( 2
2

1
1








.

若有理真分式分母中有因式
nqpxx )( 2  ，n ≥ 2，分解

后分式中含有：

n
nn

qpxx
BxA

qpxx
BxA

qpxx
BxA

)(
...

)()( 222
22

12
11













.

随堂练习 3 求 dx
xx

x
 


65

3
2 .

解： dx
xx

xdx
xx

x
 







)1)(6(
3

65
3

2

随堂练习 1-2：利用学习通

平台发布习题，学生作答后

上传答案及时批改，并对存

在典型错误的学生指出问

题，同时警示其他同学避免

出现相同错误。

随堂练习 3-4：利用学习通

平台发布习题，学生作答后

上传答案，让学生之间相互
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dx
x

dx
x  





)1(

1
7
4

)6(
1

7
3

.

3. 三角函数有理函数的积分法

由三角学知道， sin x与 cos x都可以用 tan
2
x
的有理式

表示，即

2 2

2 tan 2 tan
2 2sin 2sin cos

2 2 sec 1 tan
2 2

x x
x xx x x  



2 2

2 2

2 2

1 tan 1 tan
2 2cos cos sin

2 2 sec 1 tan
2 2

x x
x xx x x

 
   



如果作变换 tan ( )
2
xu x     ，则有

21
2sin
u
ux


 ， ,

1
1cos 2

2

u
ux






而 ,arctan2 ux  从而 ,
1
2

2u
dudx




上述代换又称为“万能代换”，用“万能代换”求三角

函数有理式不定积分的方法也称万能代换法.

采用万能的代换法，令 ux


2
tan ， ux arctan2 .

例 3 求 dx
xx  cossin1

1
.

解：设 ux


2
tan ， ux arctan2

21
2
u
dudx


 ， 2

2

1
1cos
u
ux




 ， 21
2sin
u
ux




.|
2

tan1|ln                              

1
1

1
21

1
1

cossin1
1

2

2

2

2

2

Cx

du

u
u

u
u
u
u

dx
xx















 

.

注 一般形如  dxxxR )sin,(cos 的积分,可采用万能代

换法,但有时积分起来比较麻烦，在许多情况下可以用其它更

方便的方法来解.

例 4 求
sin

1 sin
x dx
x

解： 2

sin sin (1 sin )
1 sin cos

x x xdx dx
x x




 

批改，遇到问题可以及时问

询老师。最后，再结合问题

进行讲解，加深学生的印

象。

难点：三角函数有理函数的

积分法。

提醒学生：掌握方法的技巧

即可快速求解三角函数有

理函数的积分。
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2

2 2

sin 1 cos
cos cos

x xdx dx
x x


  

1 tan
cos

x x C
x

    .

三、课程小结

1. 有理函数积分法

2. 三角函数有理函数的积分法

四、布置作业

1. 教材的课后习题

2. 学习通上对应的作业

3. 预习：什么是曲边梯形，如何求它的面积？

五、板书设计

布置预习：培养学生自主思

考的学习能力。这也是督促

学生去预习后续知识。

教学反思

1. 成功之处

在教学过程中，我良好地设计了教师讲授和学生练习的时长，布置了大量的随堂练习，

从而巩固新学知识，学生反馈效果不错，知识掌握较好。

2. 存在问题

在本节课中，教学手段不够创新。

3. 改进措施

在今后的教学准备中，（1）教学策略调整：根据学生的反馈和学习成效，适时调整教

学内容的深度、速度和方法。引入更多互动式和启发式的教学方法，激发学生的学习兴趣

和积极性。（2）持续学习与提升：教师应保持对最新教学方法和技术的关注，不断学习和

提升自己的教学水平。与同行交流经验，分享教学资源，共同推动有理函数积分法教学的

发展。
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第 5 章 定积分及其应用

授课题目
§5.1 定积分的概念

§5.2 定积分的性质
课时：2学时

教学目标

知识目标：

1. 理解定积分的概念及其几何意义。学生能够准确理解定积分的定

义，即函数在某一区间上的和式极限。学生能够理解定积分与曲边梯形面

积之间的联系，并会用定积分表示曲边梯形的面积。

2. 了解定积分的性质。学生能够熟悉并掌握定积分的基本性质，如线

性性质、区间可加性、积分中值定理等。

能力目标：

培养学生的逻辑推理能力。学生能够理解和运用定积分中的归纳、类

比等逻辑推理方法。

素养目标：

培养学生的数学素养。培养学生的数学思维和数学素养，使他们能够

用数学的眼光看待世界，用数学的语言描述世界，例如“古生物博物馆”

的建筑形态。

重点难点
教学重点：定积分的定义和性质。

教学难点：定积分的性质。

方法手段
教学方法：讲授法、讨论法、案例分析法。

教学手段：多媒体、学习通平台。

教学设计

教学过程 教学活动
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第 5章的章节介绍：

前边我们学习了不定积分，本章将讨论积分学的另一个

基本问题——定积分．定积分的概念源于对物理量或数学量

的一些计算，诸如研究不规则图形的面积、体积、长度及变

力作功、液体中闸门的静压力等量的计算，但随着研究的不

断深入，定积分已应用到生物、经济、商业与金融等领域，

成为建立数学模型的一种重要手段.
本章将介绍定积分的概念、性质及有关定理，定积分与

不定积分的关系，定积分的计算、简单的应用及广义积分初

步等知识.

一、导入新课

曲边梯形是由连续曲线 y = f (x) 与 x 轴、直线 x = a 和

x = b 形成，怎么求其面积?

如上图所示：

1. 分割：在 [a , b] 中任意插入 n –1 个分点记作：xi .
2. 近似化：在任意的区间 [xi-1 , xi] 中取点 i ，则小面

积近似为： )(Δ ii fx  .

3. 求和： 



n

i

ii fxA
1

)(Δ  .

4. 求极限： },...,1,Δ{max nixi  ； 





n

i

ii fxA
1

0
)(Δlim 


.

二、讲解新知

1. 定积分的概念

以思维导图的形式展示章

节内容，启发学生在学习中

要养成逻辑性，要有知识体

系，才能清晰知识与知识之

间的联系。

组织学生讨论：如何求曲边

梯形的面积？激发学生大

胆创新。

重点 1：定积分的概念。
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（1）概念

设函数 f (x) 在区间 [a, b] 上有界，在区间 [a, b] 内插

入若干分点: a < x0 < x1 < x2 < ... < xn-1 < xn< b，记：∆xi= xi - xi-1
(i = 1, 2, ..., n),  = max{∆x1, ∆x2 , ..., ∆xn}，在任意的区间 [xi-1 ,
xi] 中取点 i ，作和得：




n

i

iiPx
1

)(Δ  ，

当0 时，“和式”的极限






n

i

iiPx
1

0
)(Δlim 



存在，且极限值与区间 [a, b] 的分法和 xi的取法无关，则称

此极限为函数 f (x) 在区间 [a, b] 上的定积分: 
b

a
dxxf )( ，

即：







n

i

ii

b

a
fxdxxf

1
0

)(Δlim)( 


，

其中，a为积分下限，b为积分上限.

关于定积分定义的几点说明：

1）
b

a
dxxf )( 是一个 n 项和的极限，是一个确定的常数；

2）


n

i

iiPx
1

)(Δ  的极限存在时，其极限值仅与被积函数和

积分区间有关，与区间的分法和 xi 的取法无关。

3）定积分的的值与积分变量用什么字母表示无关，即有

  
b

a

b

a

b

a
duufdttfdxxf )()()( .

例 1 由曲线 y = x2 + 1 和直线 x = 1、x = 3 及 x 轴围成的

曲边梯形的面积，用定积分怎么表示？

解：用定积分表示为： dxx 1 
3

1

2  .

例 2 定积分 
2

2
3sin xdx 表示的是由 构成的面积？

解：由曲线 y = sin 3x 和直线 x =-2、x =2 及 x 轴围成

的曲边梯形的面积.

（2）函数的可积性

如果函数 f (x) 在区间 [a, b] 上的定积分存在，则称 f
(x) 在区间 [a, b] 上可积.

定理 1 （充分条件）如果函数 f (x) 在区间 [a, b]上连

续，则函数 f (x) 在区间 [a, b] 上可积.

定理 2 （充分条件）如果函数 f (x) 在区间 [a, b]上有

界，且只有有限个间断点，则函数 f (x) 在区间 [a, b] 上可积.

2. 定积分的几何意义

针对 





n

i

ii

b

a
fxdxxf

1
0

)(Δlim)( 


：

（1）当 f (x) ≥ 0 时， f (x) 在 [a, b] 上的定积分表示由

曲线 y = f (x)、直线 x = a、x = b与 x 轴所围成的曲边梯形的

面积.

定积分的几何意义：讨论三

种情况，加深理解。同时，

举例“古生物博物馆”建筑

形似定积分，培养学生利用

数学知识欣赏世界之美。
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（2）当 f (x) ≤ 0时, f (x) 在 [a, b] 上的定积分表示由曲

线 y = f (x)、直线 x = a、x = b与 x 轴所围成的曲边梯形的面

积的负值.

（3）当 f (x) 的符号不确定时, f (x) 在 [a, b] 上的定积

分表示由曲线 y = f (x) > 0、直线 x = a、x = b与 x 轴所围成

的面积减去曲线 y = f (x) < 0、直线 x = a、x = b与 x 轴所围

成的面积.

例 3 利用定积分的几何意义求 dxx 
1

0

21 .

解：几何意义：圆的 1/4 面积， 1,0,1 2  xxxy

4
1 

1

0

2 
 dxx .

例 4 用定积分的几何意义求：

dxxdxxdxx 
1

1--

2

0
||3   sin2  cos1 ）（；）（；）（






.

解：（1）原式=0.

（2）原式=0.

（3）原式=1.
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3. 定积分的性质

当 a = b 时 ， 0)( 
b

a
dxxf .

当 a > b 时 ，  
a

b

b

a
dxxfdxxf )()( .

性质 1：设 f (x)和 g (x)可积，则：

dxxgdxxfdxxgxf
b

a

b

a

b

a   )()()]()([ .

性质 2： dxxfkdxxkf
b

a

b

a   )()( .

性质 3： dxxfdxxfdxxf
b

c

c

a

b

a   )()()( .

性质 4： abdxdx
b

a

b

a
 1 .

例 5 已知 3)(
4

1
 dxxf ，求：

dxdxxfdxxfdxxf  
4

1

2

4

2

1

2

2
5)()()(2 .

解：原式 dxdxxfdxxf  
4

1

4

2

2

1
15)()(0

35)(0
4

1
  dxxf

181530 

性质 5：在[a, b]上，若 f (x) ≥ 0 (≤0)，则 )0( 0)(  dxxf
b

a
.

性质 6：在[a, b]上，若 f (x) ≥ g (x)，则 dxxgdxxf
b

a

b

a   )()( .

推论： dxxfdxxf
b

a

b

a   |)(||)(| .

性质 7：设 M 和 m 分别是 f (x) 在 [a, b] 上的最大值

和最小值，则 Mabdxxfmab
b

a
)()()(   .

随堂练习 1 比较下列积分的大小：

dxxdxx 
2

1

22

1
1 与）（ ， dxxdxx 

2

0

22

0
lnln2 与）（ .

解：（1） ]2,1[x ， xx  2 ， dxxdxx  
2

1

2
2

1

（2） ]2,0[x ， xx 2ln0ln  ， dxxdxx  
2

0

2
2

0
lnln .

例 6 估计积分的值： dxx
2

1

3 .

解：由于被积函数 x3 在 [1, 2]上单调递增，则最大值 M
和最小值 m 分别为 1 和 8，根据

Mabdxxfmab
b

a
)()()(   ，推出 81

2

1

3   dxx .

性质 7：(定积分中值定理) 如果函数 f (x) 在闭区间 [a,
b] 上连续，则在积分区间 [a, b] 上至少存在一个点  ，使

重点 2（也是难点）：定积

分的性质。

随堂练习 1：利用学习通平

台发布习题，学生作答后上

传答案及时批改，并对存在

典型错误的学生指出问题，

同时警示其他同学避免出

现相同错误。
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))(()( abfdxxf
b

a
  成立.

随堂练习 2 求极限： 



 


 n

n
nnnn

 )1(sin2sinsin1lim  .

解：原式 






1

1

sin1lim
n

i
n n

i
n

 ， 
n
ixi  ， 

n
xi

1Δ 








1

1

sinlim1 n

i
n n

i
n











1

1
0

)(Δlim1 n

i

ii fx 
 

dxx


 0
sin1

.

三、课程小结

1. 定积分的定义

2. 定积分的几何意义

3. 定积分的性质

四、布置作业

1. 教材的课后习题

2. 学习通上对应的作业

3. 思考：定积分与不定积分的区别？

五、板书设计

随堂练习 2：首先引发思考：

极限如何转化成的定积

分？其次利用学习通平台

发布习题，学生作答后上传

答案及时批改，并对存在典

型错误的学生指出问题，同

时警示其他同学避免出现

相同错误。同时也帮助学生

再次理解定积分的定义。

课后思考：布置课后思考，

培养学生自主思考的学习

能力。这也是督促学生去回

顾已学知识，并对知识进行

梳理。

教学反思

1. 成功之处

在教学过程中，我利用多媒体手段辅助教学，使用动画演示定积分的几何意义，使学

生更直观地理解。同时，借助“古生物博物馆”建筑形态，加深学生对定积分的认识，从

而培养了学生利用数学语言去形容世界万事万物之美。

2. 存在问题

在讲课中，由于时间限制，我没有及时给予学生足够的反馈和指导，导致他们无法及

时纠正错误和弥补不足。

3. 改进措施

在今后，授课结束后，及时给予反馈，及时给予学生反馈和指导，帮助他们纠正错误

和弥补不足。
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授课题目 §5.3 微积分基本定理 课时：2学时

教学目标

知识目标：

1. 掌握积分上限函数及其导数。

2. 理解微积分基本定理。学生应能够清晰理解微积分基本定理的含

义，包括不定积分与定积分之间的关系，以及如何通过求原函数来求解定

积分。

能力目标：

培养学生的计算能力。学生应能够熟练运用微积分基本定理进行计算，

包括求解定积分、求原函数等。

素养目标：

培养学生的数学文化素养。学生了解牛顿和莱布尼茨的数学故事，了

解和学习数学文化，提高数学素养。

重点难点
教学重点：积分上限函数及其导数、牛顿-莱布尼茨公式。

教学难点：积分上限函数及其导数。

方法手段
教学方法：讲授法、讨论法、案例分析法。

教学手段：多媒体、学习通平台。

教学设计

教学过程 教学活动

一、导入新课

变速直线运动中位置函数与速度函数的联系：

设某物体作直线运动，已知速度 v = v(t) 是时间间隔

[T1, T2] 上关于 t 的一个连续函数，且 v(t) ≥ 0，求物体在这

段时间内所经过的路程.

分割 dt ：变速直线运动中路程为 
2

1

)(
T

T
dttv ；

该段路程也可表示为： )()( 12 TsTs  ；
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即： )()()( 12

2

1

TsTsdttv
T

T
 ， )(')(' tvts  .

二、讲解新知

1. 积分上限函数及其导数

（1）积分上限函数的定义

设函数 f (x) 在区间 [a, b] 上连续，并设 x 为 [a, b] 上

的一点，有  
x

a

x

a
dttfdxxf )()( .

若上限 x 在 [a, b] 上任意变动，则对于每一个取定的 x
值，定积分有一个对应的值，因此在 [a, b] 上定义了一个函

数 
x

a
dttfx )()( ，即为积分上限函数.

（2）积分上限函数的性质

定理 1：若函数 f (x) 在区间 [a, b] 上连续，则积分上限

函数在 [a, b]上具有导数： )(
)(

)(' xf
dx

dttfd
x

x

a   .

证明： 



xx

a
dttfxx

Δ

)()Δ(

)()Δ(Δ xxx    
 x

a

xx

a
dttfdttf )()(

Δ

 
 x

a

xx

x

x

a
dttfdttfdttf )()()(

Δ





xx

x
dttf

Δ

)( .

由积分中值定理可得： xf Δ)(Δ   ， ]Δ,[ xxx 

)(lim
Δ
Δlim)('

0Δ0Δ
 f

x
x

xx 
 .

0Δ x ， x ， )(xf .

定理 2：若函数 f (x) 在区间 [a, b] 上连续，则积分上限

函数 
x

a
dttfx )()( 是 f (x) 的一个原函数.

定理的重要意义：

1）肯定了连续函数的原函数是存在的.
2）初步揭示了积分学中的定积分与原函数之间的联系.

例 1 设 dtex
x

t 
0

)1sin()( ，求 )(' x .

解：由定理 1 可知 )(
)(

)(' xf
dx

dttfd
x

x

a   ，

则
dx

dted
x

x
t 

 0
)1sin(

)(' )1sin( xe .

例 2 设 dtex
x

t 
0

2

)( ，求 )(' x .

解：由定理 1 可知 )(
)(

)(' xf
dx

dttfd
x

x

a   ，先将原积分

变换成变上限函数的形式，即 dtex
x

t 
0

2

)( ，则
2

)(' xex  .

例 3 设 )0(, sin)(
2

0
  xdttx

x

 ，求 )(' x .

重点 1（难点）：积分上限

函数及其导数。

组织学生讨论：如何证明定

理 1。一方面培养自主思考

探索的能力，另一方面督促

学生温故重点内容导数。
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解：令 2xu  ， )0(, sin)(
0

  xdttx
u

 ，

则
dx
du

du

dttd
x

u

 0
sin

)(' xu 2sin  xx sin2 .

结论 1：当上限是复合函数时，即  )()(
)(

dttfx
xg

a ，采用

复合函数求导法则：  )(')]([)(' xgxgfx  .

例 4 设  )(
2

3dttx
x

x ，求 )(' x .

解： dttdttx
x

x  
2

0

3
0

3  )( dttdtt
xx

 
2

0

3

0

3  ，

则 73 2)(' xxx  .

结论 2：
dx

dttfd
xg

x
 )(

)(

)(
dx

dttfdttfd
xg

x
) )()((

)(

0

0

)(  
 

)(')]([)(')]([ xgxgfxxf   .

随堂练习 1 设  ))(()(
0

dttxtfx
x

  ，其中 f (x) 在 (-, +)

上连续，求 )(' x .

解：  ))()(()(
0

dtttftxfx
x

   )()(
0 0

dtttfdttfx
x x

  ，

则 )( )()()('
0

xxfxxfdttfx
x

  
x

dttf
0

)( .

随堂练习 2 求
x

dtt
x

x

 cos
lim 0

2

0




.

解：采用洛必达法则，原式
1

 coslim
2

0

x
x

 1 .

2. 牛顿——莱布尼茨公式

定理 3（微积分基本定理）：若函数 F(x) 是 f (x) 在区

间 [a, b] 上的一个原函数，则：

)()()( aFbFdxxf
b

a
 b

a
b
a xFxF |))(()]([  ，

该公式即为牛顿—莱布尼茨公式.

证明：已知： F(x) 是 f (x) 在区间 [a, b] 上的一个原函

数，根据积分上限函数， 
x

a
dttfx )()( 是 f (x) 的一个原函

数.因此， CxFx  )()( ， ],[ bax ：

当 x = a， CaFaFa  )(0)()( CaF  )( .

CxFdttfxFx
x

a
  )()()()( )()()( xFaFdttf

x

a
  .

当 x = b， )()()( bFaFdttf
b

a
  .

当 a > b 时，该公式仍然成立.
微积分基本公式表明：一个连续函数在区间 [a, b] 上的

定积分等于它的任意一个原函数在区间 [a, b] 上的增量.
实质：求定积分问题转化为求原函数的问题.

例 5 求 dtx
b

a .

解：求出被积函数的一个原函数： 2

2
1 x ，

结论 1-2：与学生一起以归

纳的方式得出结论，有助于

学生掌握解题技巧。

随堂练习 1-2：利用学习通

平台发布习题，学生作答后

上传答案及时批改，并对存

在典型错误的学生指出问

题，同时警示其他同学避免

出现相同错误。这两个练习

可以培养学生解题的创新

意识。

重点 2：牛顿——莱布尼茨

公式。

课程思政：简短地讲述牛顿

和莱布尼茨关于创立定积

分的故事，帮助学生了解和

学生数学文化知识。从而加

深对该公式的记忆。
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则原式 b
ax ]

2
1[ 2 22

2
1

2
1 ab  .

例 6 求 dtx )2(
3

1

3  .

解：求出被积函数的一个原函数： xx 2
4
1 4  ，

则原式 3
1

4 ]2
4
1[  xx 2

4
16

4
81

 =28.

三、课程小结

1. 原函数、不定积分的概念及其性质

2. 熟记基本积分公式.
3. 掌握不定积分的基本公式

4. 掌握不定积分的直接积分法

四、布置作业

1. 教材的课后习题

2. 学习通上对应的作业

3. 思考：定积分的求解有哪些方法？

五、板书设计

课后思考：布置课后思考，

培养学生自主思考的学习

能力。这也是督促学生去预

习后续知识。

教学反思

1. 成功之处

我注重与学生的互动，通过提问、讨论等方式激发学生的学习兴趣，帮助他们主动思

考；讲述了牛顿和莱布尼茨关于微积分创立的数学纷争，大大地提高了学生学习兴趣。

2. 存在问题

在讲课中，难度控制不当，在选取例题和习题时，我没有很好地控制难度梯度。另外，

教案中的例题准备不充分。

3. 改进措施

在今后的授课准备中，我将根据学生的实际情况，合理设计题目难度，确保每个学生

都能得到适当的挑战和成长；将增加例题，并提供多样化的例题，以满足不同学生的需求，

帮助他们巩固和深化理解。
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授课题目 §5.4 定积分的换元法和分部积分法 课时：2学时

教学目标

知识目标：

1. 掌握定积分的换元法。掌握定积分换元法的定理，即假设函数 f (x)
在区间[a, b]上连续，且函数 x=φ(t)满足一定条件时，如何应用换元法求解

定积分。

2. 掌握定积分的分部积分法。掌握分部积分公式及其推导过程，了解

如何根据被积函数的特点选择合适的 u和 dv。

能力目标：

培养学生的分析和计算能力。能够根据题目要求，分析选择合适的积

分方法，计算定积分。

素养目标：

培养学生的数学应用素养。培养学生的数学应用意识，使他们能够将

定积分的换元法和分部积分法应用于实际问题中，解决实际问题。

重点难点
教学重点：定积分的换元法、分部积分法。

教学难点：定积分的换元法。

方法手段
教学方法：讲授法、案例分析法。

教学手段：多媒体、学习通平台。

教学设计

教学过程 教学活动

一、导入新课

回顾不定积分导入新课.
第一类换元积分法:

例如： Cxxxdxdx   2sin)2(2cos2cos2 .

第二类换元积分法:
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例如：   dxx 21 ，令 x = sint ，原式  tdt2cos .

二、讲解新知

1. 定积分的换元积分法

定理：假设（1）f (x)在[a, b]上连续；

（2）函数 x = φ(t) 在 [α, β] 上是单值的且有连续的导数；

（3）当 t 在 [α, β] 上变化时，x = φ(t) 在 [a, b] 上变化，

且 φ(α) = a，φ(β) = b；则：  



 dtttfdxxf

b

a
)(')]([)( ，即为

定积分的换元公式.
注意：（1）在利用 x = φ(t) 换元时，积分的上下限也要

进行替换，对应的是 t 的取值范围；

（2） 求出 f [φ(t)]φ(t) 的原函数后，不必将原函数变为

关于 x 的函数，只需利用 t 的取值范围（上下限）进行求解

即可. 即： )()()]([)(')]([)(  





  tdtttfdxxf

b

a
.

例 1 求 dxxe x
1

0

2

2 .

解：令 tx 2 ， 00  tx ， 11  tx ， xdxdt 2

则原式 dte t
1

0

1
0][ te 1 e .

例 2 求 dxx 
1

0

21 .

解：令 tx sin ， 00  tx ，
2

1 
 tx ， tdtdx cos

则原式 dtt 2

0

2cos


dtt )12(cos
2
1 2

0 


4
]

2
2sin[

2
1 2

0


 tt .

随堂练习 1 若 f (x)在 [-a, a] 上连续，证明：

（1）若 f (x) 为偶函数，则 dxxfdxxf
aa

a  
0-

)(2)( ；

（2）若 f (x) 为奇函数，则 0)(
-

 dxxf
a

a
；

证：令 x = -t

dxxfdxxfdxxf
a

a

a

a  
 0

0

-
)()()( dxxfdttf

a

a  
0

0

)()(

dxxfdttf
aa

 
00

)()( ，

（1） )()( tftf  ，

原式 dxxfdxxfdttf
aaa

 
000

)(2)()( ；

（2） )()( tftf  ，

原式 0)()(
00

  dxxfdttf
aa

.

例 3 若 f (x) 是连续的周期函数，周期为 T，证明：对于任

重点 1（难点）：定积分的

换元积分法。

随堂练习 1：利用学习通平

台发布习题，学生作答后上

传答案及时批改，并对存在

典型错误的学生指出问题，

同时警示其他同学避免出

现相同错误。

例 3为拓展题，具有较大的

难度。采用多媒体和电子手
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意的常数 a，都有

（1） ,)()(
0

dxxfdxxf
TTa

a  


（2） )(   )()(
0

N 


ndxxfndxxf
TnTa

a
，并由此计

算 dxxI
n

 


0
2sin1 .

证：（1） ,)()( dxxfa
Ta

a




0)()()('  afTafa ，

)0()(   Ca dxxfdxxf
TTa

a  


0
)()( .

（2） dxxfdxxfa
TTa

a  


0
)()()(

 )(... )( )()(
)1(

)1(
dxxfdxxfdxxfdxxf
TTna

Tna

TTa

Ta

Ta

a

nTa

a 












 )(... )( )(
000

dxxfdxxfdxxf
TTT

 

dxxfn
T


0

)( .

dxxndxxI
n

 


00
2sin12sin1

dxxxxxn 


0

22 cossin2cossin

dxxxn 


0

2)cos(sin

dxxxn 


0
|cossin| dxxn  

 
0

|)
4

sin(|2

ndxxdxxn 22)
4

sin()
4

sin((2
4

3

4
3

0
 





  .

2. 定积分的分部积分法

定理：假设函数 u(x) 和 v(x) 在 [a, b] 上具有连续的导

数，则  
b

a

b
a

b

a
xudxvxvxuxvdxu ))(()()]()([))(()( 即为定积分的

分部积分公式.

例 4 求 dxx2
1

0
arcsin .

解：原式 )(arcsin]arcsin[ 2
1

0

2
1

0 xdxxx 

dx
x

xxx  
 2

1

0 2

2
1

0

1
1]arcsin[

写板结合的方式，以严谨的

逻辑讲解此题，培养学生的

数学逻辑素养。

重点 2：定积分的分部积分

法。
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)1(
1

1
2
1]arcsin[ 22

1

0 2

2
1

0 xd
x

xx 


 

2
1

0
2
1

2 ])1[(
12

x


1
2
3

12


 .

例 5 求 dxe x
1

0
.

解：原式 dtte t
tx





1

0
2 )(2

1

0

tedt

dtete tt 
1

0

1
0 2][2

2][2][2 1
0

1
0  tt ete .

例 6 求 dx
x

x
 

4

0 2cos1



.

解：原式 dx
x

x
 4

0
2cos2



)(tan
2
1 4

0
xdx



dxxxx  4

0

4
0 tan

2
1]tan[

2
1 

dx
x
x

 4

0 cos
sin

2
1

8



)(cos
cos

1
2
1

8
4

0
xd

x


2
2ln

2
1

8


 .

随堂练习 2 设 dt
t
txf

x


2

1

sin)( ，求 dxxxf
1

0
)( .

解：原式 )()(
2
1 2

1

0
xdxf ))(()]([

2
1 1

0

21
0

2 xfdxxfx 

dxxfxf )('
2
1)1(

2
1 1

0

2 xdx
x
xx 2sin

2
10

2

21

0

2

)(sin
2
1 2

1

0

2 xdx

)11(cos
2
1

 .

三、课程小结

1. 定积分的换元法：第一类和第二类

2. 分部积分法：

 
b

a

b
a

b

a
xudxvxvxuxvdxu ))(()()]()([))(()( .

四、布置作业

1. 教材的课后习题

2. 学习通上对应的作业

3. 思考：定积分与不定积分求解的区别与联系？

随堂练习 2：利用学习通平

台发布习题，学生作答后上

传答案及时批改，并对存在

典型错误的学生指出问题，

同时警示其他同学避免出

现相同错误。培养学生的综

合素养。

课后思考：布置课后思考，
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五、板书设计 培养学生自主思考的学习

能力。这也是督促学生去预

习后续知识。

教学反思

1. 成功之处

我按照从易到难、从理论到应用的顺序，逐步引导学生掌握定积分的换元法和分部积

分法。整个教学过程逻辑清晰，有助于学生建立系统的知识体系。

2. 存在问题

在讲课中，随堂练习题量不够，学生的练习量偏少。

3. 改进措施

在今后的授课准备中，我将增加练习量，并提供多样化的练习题，以满足不同学生的

需求；并加强与学生的沟通，及时了解他们的学习情况，并给予针对性的指导。
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授课题目 §5.5 广义积分 课时：2学时

教学目标

知识目标：

1. 理解广义积分的概念。学生能够清晰理解广义积分（包括无限区间

的广义积分和无界函数的广义积分）的基本概念，认识到其与定积分之间

的区别与联系。

2. 掌握广义积分的计算方法。学生能够掌握广义积分的计算方法，包

括如何正确选择积分限、如何进行变量替换、如何处理被积函数中的无穷

间断点等。

能力目标：

提高学生的运算能力。通过大量的练习和实践，提高学生的运算能力，

使学生能够熟练地进行广义积分的计算。

素养目标：

培养学生的数学应用素养。通过广义积分的学习，培养学生的数学素

养，使他们能够理解并欣赏微积分在数学、物理、工程等领域中的广泛应

用。

重点难点
教学重点：无穷限积分和瑕积分。

教学难点：瑕积分的求解。

方法手段
教学方法：讲授法、讨论法、案例分析法。

教学手段：多媒体、学习通平台。

教学设计

教学过程 教学活动

一、导入新课

回顾定积分导入新课.

二、讲解新知

1. 无穷限积分
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（1）无穷限积分：有界函数在无穷区间上的积分.

定义 1：设函数 f (x) 在 [a, +) （无穷区间）上连续，

取 b > a，若极限 

b

ab
dxxf )(lim 存在，则称此极限是函数 f (x)

在 [a, +) 上的反常积分，


a
dxxf )( .  




b

aba
dxxfdxxf )(lim)( ，

当极限存在时，称反常积分收敛；当极限不存在时，称反常

积分发散.

定义 2：设函数 f (x) 在 (-, b] （无穷区间）上连续，

取 a > b，若极限 

b

aa
dxxf )(lim 存在，则称此极限是函数 f (x)

在 (-, b] 上的反常积分，  

b

dxxf )( .  


b

aa

b

dxxfdxxf )(lim)( ，

当极限存在时，称反常积分收敛；当极限不存在时，称反常

积分发散.

定义 3：设函数 f (x) 在 (-, +) （无穷区间）上连续，

若极限 


0
)( dxxf 、  

0

)( dxxf 存在，则称此极限是函数 f (x) 在

(-, +) 上的反常积分， 



dxxf )( ，

 










b

baa
dxxfdxxfdxxfdxxfdxxf

0

0

0

0

)(lim)(lim)()()( ，

当极限存在时，称反常积分收敛；当极限不存在时，称反常

积分发散.

结合牛顿－莱布尼茨公式可得如下结果：

)()(lim)()()]([)( aFxFaFFxFdxxf
x

a
a








)(lim)()()()]([)( xFbFFbFxFdxxf

x

b
b







)(lim)(lim)()()]([)( xFxFFFxFdxxf
xx 









例 1 求 dx
x



 -
21

1
.

解：原式 dx
x

dx
x 



 





0
2

0

-
2 1

1
1

1

 







b

baa
dx

x
dx

x 0
2

0

2 1
1lim

1
1lim

   b
baa

xx 0
0 arctanlimarctanlim




ba
ba

arctanlimarctanlim




22










.

例 2 求 dx
xx




2 2

1sin1
.

解：原式 dx
xx

b

b 



2 2

1sin1lim

b

b x 
2]1[coslim




重点 1：无穷限积分。
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



 

 2
cos1coslim 

bb

1 .

例 3 讨论证明反常积分 


1

1 dx
x p

在 p > 1 时收敛，在 p ≤1

时发散.

解：当 p = 1 时，原式 


b

b
dx

x1

1lim 


b

b
x 1|]|[lnlim ，

当 p  1 时，原式 


b

pb
dx

x1

1lim













1

1

1 p
x p














1,
1

1
1,

p
p

p

因此，当 p > 1 时，收敛；当 p ≤ 1 时，发散.

2. 瑕积分

瑕积分：无界函数在有限区间上的积分.

定义：当被积函数 f (x) 在有限区间 [a, b] 上存在无界

的点（有限个），则称 
b

a
dxxf )( 为瑕积分。使 f (x) 在 [a, b]

上无界的点为瑕点.

1）若 f (x) 在 (a, b] 上连续，a 是 f (x) 的瑕点，此时

若极限 

b

tat
dxxf )(lim 存在，则称此极限为 f (x) 在 (a, b] 上的

反常积分.记作：  


b

tat

b

a
dxxfdxxf )(lim)( .当极限存在时，称反

常积分收敛；当极限不存在时，称反常积分发散.
2）若 f (x) 在 [a, b) 上连续，b 是 f (x) 的瑕点，此时

若极限 

t

abt
dxxf )(lim 存在，则称此极限为 f (x) 在 [a, b) 上的

反常积分.记作：  


t

abt

b

a
dxxfdxxf )(lim)( .当极限存在时，称反

常积分收敛；当极限不存在时，称反常积分发散.

3）若 f (x) 在 [a, b] 上除点 c 外都连续，c 是 f (x) 的

瑕点，此时若积分 
c

a
dxxf )( 、

b

c
dxxf )( 存在，则称此极限为

f (x) 在 [a, b] 上的反常积分.记作：

  


b

cct

t

act

b

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxfdxxfdxxf )(lim)(lim)()()( ，

当极限存在时，称反常积分收敛；当极限不存在时，称反常

积分发散.

例 4 求 dx
x 

1

0 21
1

.

解：x = 1 是瑕点，

原式  




t

t
dx

x0 21 1
1lim

t

t
x 0

1
][arcsinlim


 1

0
1

][arcsinlim x
x 


2


 收敛.

例 5 求 dx
x




3

0
3
2

)1(3

1
.

解：x = 1 是瑕点，

组织学生讨论：如何证明例

3。一方面培养自主思考探

索的能力，另一方面督促学

生温故重点内容导数。

重点 2（也是难点）：瑕积

分。
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原式 dx
x

dx
x









3

1
3
2

1

0
3
2

)1(3

1

)1(3

1

3
1

3
1

1

1
0

3
1

1
)1(lim)1(lim 

 
xx

xx

3 21 收敛.

随堂练习 求 dx
xx

2

1 ln
1

。

解：x = 1 是瑕点，

原式 dx
xxtt 


2

1 ln
1lim 2

1
)][ln(lnlim t

t
x


 )ln(lnlim)2ln(ln

1
t

t 


 发散.

三、课程小结

1. 无穷限积分

2. 瑕积分（注意：不能忽略内部的瑕点）

四、布置作业

1. 教材的课后习题

2. 学习通上对应的作业

3. 查阅：广义积分的应用有哪些？

五、板书设计

随堂练习：利用学习通平台

发布习题，学生作答后上传

答案及时批改，并对存在典

型错误的学生指出问题，同

时警示其他同学避免出现

相同错误。同时也揭露瑕积

分与定积分的区别。

布置课后查阅：培养学生独

立思考，自行探索所学知识

的应用，对所学专业有何帮

助。

教学反思

1. 成功之处

本节课，我延续保持与学生勤互动，通过提问、讨论等方式激发学生的学习兴趣，帮

助他们主动思考。大多数学生对广义积分的学习表现出较高的积极性，愿意主动思考和解

决问题。

2. 存在问题

在讲课中，缺乏对理论知识的实际应用说明。

3. 改进措施

在今后的授课准备中，我将增加实践环节，设计更多的实践环节，让学生将所学知识

应用到实际问题中，提高他们的实际应用能力。
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授课题目 §5.6 定积分的应用 课时：2学时

教学目标

知识目标：

理解并掌握定积分在几何中的应用。学生能够理解定积分在求解平面

图形面积、体积、曲线长度等问题中的应用，并能掌握相应的求解方法。

能力目标：

培养学生的分析和建模能力。学生能够分析和识别问题中的关键量，

并将其转化为数学定积分问题。同时，学生能够根据问题的具体情况选择

合适的坐标系和求解方法。

素养目标：

培养学生的数学应用素养。通过解决实际问题，培养学生的应用意识

和应用能力，使他们能够灵活运用所学的数学知识解决生活和工作中的实

际问题。

重点难点
教学重点：利用定积分求面积、求旋转体的体积。

教学难点：利用定积分求旋转体的体积。

方法手段
教学方法：讲授法、讨论法、案例分析法。

教学手段：多媒体、学习通平台。

教学设计

教学过程 教学活动

一、导入新课

回顾曲边梯形求面积四步法导入新课.

二、讲解新知

1. 微元法

当所求量 A 符合下列条件：

（1）A 是与一个变量 x 的变化区间 [a, b] 有关的量；

（2）A 对于区间 [a, b] 具有可加性，就是说，如果把

回顾以提问的方式进行。
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区间 [a, b] 分成许多部分区间，则 A 相应地被分成许多部

分量，而 A 等于所有部分量之和；

（3）部分量∆Ai 的近似值可表示为 )(Δ ii fx  。

——即可考虑用定积分来表达这个量 A
元素法的一般步骤：

（1）利用“化整为零，以常代变”求出局部量的近似值，

即求出微分表达式： dxxfdA )( ；

（2）利用“积零为整，无限累加”求出整体量的精确值，

即求出积分表达式： 
b

a
dxxfA )( ；

——该分析方法称为元素法 (或微元分析法 )
元素的几何形状常取为: 条、带、段、环、扇、片、壳 等。

2. 平面图形的面积

（1）直角坐标系情形


b

a
dxxfA )(  

b

a
dxxfxfA |)()(| 21


b

a
dyyA )(  

b

a
dyyyA |)()(| 21 

例 1 求由两条抛物线 y = x2 和 y2 = x所围成的图形的面积.
解：两曲线的交点: )1,1()0,0( ； ，选 x 为积分变量：

]1,0[x ，面积元素： dxxxdA )( 2 .

3
1)(

1

0

2   dxxxA .

例 2 求由曲线 y = x 与 y = 2x 和 y = 2 所围成的平面图

形的面积.
解：两曲线的交点: )2,2()2,1()0,0( ；； ，选 y 为积分变

重点 1：平面图形求面积。

也是本课程的的重点。

绘制简要的图形帮助学生

想象和理解。
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量： ]2,0[y ，面积元素： dyyydA )
2

(  .

1
2

)
2

(
2

0

2

0
  dyydyyyA .

例 3 求由曲线 y2 = 2x 与直线 y = x - 4 所围成的平面图

形的面积.
解：两曲线的交点: )4,8()2,2( ； ，选 y 为积分变量：

]4,2[y ，面积元素： dyyydA )
2

4(
2

 .

18)
2

4(
4

2

2

  dyyyA .

（2）极坐标系情形

设由曲线 r = φ(θ) 及射线 θ = α、θ = β 围成一曲边扇

形，求其面积 （φ(θ) 在 [α, β] 上连续且 φ(θ) ≥ 0）．

积分变量：θ. 面积元素：  ddA 2)]([
2
1

 .

曲边扇形的面积： 



dA 2)]([

2
1

 .

例 4 求双纽线 2 = a2 cos2θ 所围成的平面图形的面积.

解：  ddA 2

2
1

 ， ]
4

,0[   ，

2

0

2 2cos
2
14

4

adaA   


.

组织学生讨论：如何切割扇

形？找到面积元素。
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例 5 求心形线 r = a(1+cosθ )（a > 0）所围成的平面图形的

面积.

解： drdA 2

2
1

 ， ],0[   ，

.
2
32sin

4
1sin2

2
3)cos1(2 2

0

22

0

2 aadaA 








  

3. 旋转体的体积

旋转体: 由一个平面图形饶这平面内一条直线旋转一周

而成的立体．该直线称作旋转轴.

（1）母线有一条曲线的情形

一般地，如果旋转体是由连续曲线 f (x)、直线 x = a、x =
b及 x 轴所围成的曲边梯形绕 x 轴旋转一周而成的立体，体

积为多少？

1）取积分变量为 x ， x  [a, b]，
2）在 [a, b] 上任取小区间[ x, x+dx]，
3）取以 dx 为底的窄边梯形绕 x 轴旋转而成的薄片的

体积为体积元素： dxxfdV 2)]([ ，

4）旋转体的体积为： dxxfV
b

a

2)]([  .

（2）母线有两条曲线的情形

由两条连续曲线 y = f (x)、y = g (x) 和直线 x = a、x = b (a
< b) 所围成的平面图形绕 x 轴旋转一周而成的立体，求其体

积为： dxxgdxxfV
b

a

b

a
x

22 )]([)]([    ；

由两条连续曲线 x = f (y)、x = g (y) 和直线 y = c、y = d (c
< d) 所围成的平面图形绕 y 轴旋转一周而成的立体，求其体

积为： dyygdyyfV
d

c

d

c
y

22 )]([)]([    .

重点 2（难点）：旋转体的

体积。也是本课程的重难

点。
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例 6 求由直线 y = 0 、x = e 及 曲线 y = lnx 所围成的平面

图形绕 x 轴旋转一周而成的立体的体积.

解：积分变量为 x ，x[1, e]；体积元素： dxxdV 2][ln .

.2ln2   

)]([ln]][ln[][ln

1

1

2
1

2

1

2












exdxe

xxdxxdxxV
e

eee

随堂练习 1 求椭圆 1
49

22


yx

绕 y 轴旋转一周而成的立

体的体积.
解：如图，积分变量为 y ， y  [0, 2]；体积元素：

dyydV )
4
99( 2  .

 24)
4
99(2

2

0

2   dyyV .

随堂练习 2 求由曲线 y = 4 - x2 及 y = 0 所围成的平面图

形绕 x = 3 旋转一周而成的立体的体积.
解：如图，积分变量为 y ，y  [0, 4]；体积元素：

dyydyyydV  412])43()43( 22  .

 64412
4

0
  dyyV .

三、课程小结

随堂练习 1-2：利用学习通

平台发布习题，学生作答后

上传答案及时批改，并对存

在典型错误的学生指出问

题，同时警示其他同学避免

出现相同错误。这两个练习

可以培养学生解题的想象

力和巩固解题思路。
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1. 平面图形的面积（直角坐标系和极坐标系）

2. 旋转体的体积

四、布置作业

1. 教材的课后习题

2. 学习通上对应的作业

3. 思考：若 x 型区域绕着 y 轴转，那么体积如何求解？

五、板书设计

课后思考：布置课后思考，

培养学生自主思考的学习

能力。

教学反思

1. 成功之处

我注重启发式教学，引导学生自己思考、探索和理解定积分的应用，采用多媒体辅助

教学，利用多媒体手段、学习通平台以及手写板辅助教学，如使用动画演示或电子板书定

积分求解过程，使学生更直观地理解定积分的应用。

2. 存在问题

在讲课中，缺少跨学科联系，定积分在多个学科中都有应用，但我在教学中未能充分

展示其跨学科的联系，限制了学生的视野和思维方式。另外，画图的标准度不够。

3. 改进措施

在今后的授课准备中，我将（1）加强理论与应用结合：在教学中，我将更加注重理论

与应用的结合，通过实际问题引入理论知识，让学生更好地理解和应用定积分；（2）选择

贴近实际的案例：在选择案例时，我将更加注重案例的实用性和贴近性，让学生能够更好

地理解和应用所学知识。在课后，也要勤加练习几何画图。



147

第 6 章 微分方程

授课题目 §6.1 微分方程的基本概念 课时：2学时

教学目标

知识目标：

1. 理解微分方程的定义。学生能够明确微分方程是表示未知函数、未

知函数的导数与自变量之间关系的方程，理解微分方程的阶和解的概念。

2. 理解通解与特解。学生能够区分微分方程的通解（包含任意常数的

解）和特解（满足特定初始条件的解），并掌握它们之间的关系。

能力目标：

培养学生的判断能力。学生能够根据解、通解与特解的定义，判断所

给的解是否为微分方程的解、通解或特解。

素养目标：

培养学生的应用素养。引导学生将所学的微分方程知识应用于实际问

题中，培养他们的应用意识和实践能力，使他们能够运用数学知识解决实

际问题。

重点难点
教学重点：微分方程的通解和特解。

教学难点：微分方程的通解。

方法手段
教学方法：讲授法、讨论法、案例分析法。

教学手段：多媒体、学习通平台。

教学设计

教学过程 教学活动

第 6章的章节介绍：

在科学研究和生产实际中，经常要寻求表示客观事物的

变量之间的函数关系. 在许多实际问题中，往往不能直接得



148

到所要研究的函数关系，只能根据所给的条件建立一个含有

未知函数的导数或微分的关系式，我们把这个关系式称为微

分方程. 因此，微分方程是描述客观事物的数量关系的一种

重要数学模型. 本章我们就来研究常见的微分方程的类型及

其解法，并介绍微分方程在实际问题中的一些简单应用.

一、导入新课

一条过点 (1, 1) 的曲线,该曲线上各点处的切线斜率等

于该点横坐标平方的 3 倍，求此曲线方程.
解：设所求的曲线方程为 ( )y y x ，根据导数的几何意

义，可知未知函数 ( )y y x 应满足关系式
23y x  两边积

分，得
3y x C  ，因为曲线过点 (1, 1)，即有 1| 1xy   ，将

此条件代入方程中，得 0C  . 故所求的曲线方程为：
3y x .

二、讲解新知

1. 微分方程的基本概念

把形如实例中
23y x  的关系式叫一阶微分方程，而如

23 ,y x  2 6y x   分 别 叫 二 、 三 阶 微 分 方 程 . 而
3y x C  , 3y x 都 叫 微 分 方 程

23y x  的 解 . 因
3y x C  中含一个独立的任意常数，又称它为微分方程

23y x  的通解，
3y x 称作满足条件 1| 1xy   的特解，条

件 1| 1xy   叫做初始条件.
定义 1：凡含有未知函数、未知函数的导数(或微分)以及

自变量之间关系的方程称为微分方程.
微分方程中所出现的未知函数导数的最高阶数,称为微

分方程的阶.
未知函数是一元的叫做常微分方程，未知函数是多元的

叫做偏微分方程。本章只讨论常微分方程，简称微分方程.

以思维导图的形式展示章

节内容，启发学生在学习中

要养成逻辑性，要有知识体

系，才能清晰知识与知识之

间的联系。

组织学生讨论：如何求出该

曲线方程。进而导入新课。

结合例子说明这些基本定

义。
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2. 微分方程的通解

定义 2：能使微分方程成为恒等式的函数叫做微分方程

的解. 如果微分方程的解中含有独立的任意常数，且常数的

个数与微分方程的阶数相同，把这样的解叫做微分方程的通

解.
由于通解中含有独立的任意常数，所以它不能完全确定

地反映某一客观事物的规律性，要完全确定地反映某一客观

事物的规律性必须确定这些常数的值，为此要根据具体情况

给出确定这些常数的条件.
一般地，一阶微分方程常给条件

0 0|x xy y  ，二阶微分方

程通解中由于有两个独立常数，故需要两个条件，一般为

0 0|x xy y  ,
0 1' |x xy y  等. 把这些条件叫做初始条件，通过初

始条件确定了通解中的任意常数后，得到的微分方程的解叫

做微分方程的特解.
例 1 某地考察人口数量 y的增长情况，已知人口数量 y是
关于时间 t的函数，根据自然规律，该地区某时刻的人口增长

率
dy
dt

与当时人口数量 y成正比，而这个比例系数是当时当地

的人口出生率m和人口死亡率 n之差，即 ( )dy m n y
dt

  ，

试判断人口增长率 ( )dy m n y
dt

  是否为微分方程？若是，指

出阶数并判断
( )m n ty e  是否为此方程的解?

解：由微分方程的定义知， ( )dy m n y
dt

  是一阶微分

方程. 将
( )m n ty e  求导得，

( ) ( )m n tdy e m n
dt

  ，将其代

入方程 ( )dy m n y
dt

  中，
( ) ( )m n te m n  = ( )m n y . 故

( )m n ty e  是此方程的解.

随堂练习 验证 1 2cos2 sin 2y C x C x  （ 1 2,C C 为任意常

数）为 '' 4 0y y  的通解，并求满足 0| 3xy   , 0' | 2xy   
的特解.

解：由已知得 1 2' 2 sin 2 2 cos2y C x C x   ，

1 2'' 4 cos2 4 sin 2y C x C x   ，

将 , ''y y 代入方程 '' 4 0y y  的左端，得

1 2 1 2( 4 cos 2 4 sin 2 ) 4( cos 2 sin 2 ) 0C x C x C x C x     ，

所以 1 2cos 2 sin 2y C x C x  为 '' 4 0y y  的解. 又因为

此解中含两个任意常数，故此解为 '' 4 0y y  的通解.

再将 0, 3x y  和 0, ' 2x y   代入 , 'y y 中，得

1

2

3
1

C
C


  

，故满足初始条件的解为 3cos 2 sin 2y x x  .

注意：（1）微分方程的解是函数，通解是函数族；

重点（也是难点）：微分方

程的通解。

例 1：先组织学生讨论该案

例，然后在学习通平台设置

抢答，对表现好的学生加上

课堂积分。

随堂练习：利用学习通平台

发布习题，学生作答后上传

答案及时批改，并对存在典

型错误的学生指出问题，同

时警示其他同学避免出现

相同错误。培养学生自主思

考和辨析能力。
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（2）通解中的常数是独立的. 如
3

1 2
x xy C e C e   是某

个 二 阶 微 分 方 程 的 解 ， 但 不 是 通 解 ， 这 是 因 为
3 3

1 2 1 2( )x x x xy C e C e C C e e Ce     ，
3

1 2C C C e  实

际上只含一个独立常数；

（3）通解未必是全部解 . 如
2' siny y x ，可验证

1
cos

y
x C




是它的解且是通解. 这里显然 0y  ，但实际

上 0y  满足原方程，即 0y  也是它的解；

（4）并不是所有的微分方程都有通解。如， 2( ') 1 0y  
无实数解.

三、课程小结

四、布置作业

1. 教材的课后习题

2. 学习通上对应的作业

3. 预习：微分方程的种类及其求解方法？

五、板书设计

利用逻辑图的方式呈现本

节课的主要内容，更能直观

地进行总结。

课后预习：布置课后预习，

培养学生自主思考和学习

的能力。

教学反思

1. 成功之处

本节课，我利用案例清晰地且具有逻辑地讲授了微分方程及其相关解的概念，学生反

馈普遍较好。

2. 存在问题

案例准备不足、教学方法缺乏创新性。

3. 改进措施

在今后的授课准备中，我将根据学生的实际情况，合理设计题目难度，搜索典型案例，

确保每个学生都能得到适当的挑战和成长。另外，可以通过设计互动环节、小组讨论等方

式来提高学生的参与度和积极性。
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授课题目 §6.2 一阶微分方程的解法 课时：2学时

教学目标

知识目标：

1. 熟练掌握可分离变量的微分方程的解法，包括变量分离、积分求解

等步骤。

2. 掌握齐次微分方程的解法，理解变量代换和求解过程。

3. 熟练掌握一阶线性微分方程的解法，包括常数变易法、通解公式等。

能力目标：

培养学生的辨析与解题能力。能够独立分析和求解给定的一阶微分方

程。能够将实际问题转化为微分方程模型，并进行求解。

素养目标：

培养学生的数学素养。培养学生的数学计算能力和数据处理能力，能

够熟练进行微积分运算和求解微分方程。

重点难点
教学重点：可分离变量方程、齐次微分方程、一阶非齐次线性微分方程。

教学难点：齐次微分方程的解法。

方法手段
教学方法：讲授法、讨论法、案例分析法。

教学手段：多媒体、学习通平台。

教学设计

教学过程 教学活动

一、导入新课

复习微分方程的定义、解等内容导入新课.

二、讲解新知

1. 可分离变量方程

形如 ( ) ( )f x dx g y dy 的一阶微分方程称为可分离变量

重点 1：可分离变量方程的

求解方法。
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方程. 将两边同时积分得此方程的通解为

( ) ( )f x dx g y dy C  
其中 ( )f x dx 和 ( )g y dy 分别表示 ( )f x 和 ( )g x 的一个具

体原函数，C是任意常数.

凡是形如

( ) ( )dy f x g y
dx

 ， 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) 0f x f y dy g x g y dx 

的一阶微分方程，通过运算能够化为 ( ) ( )f x dx g y dy 的形

式，均称为可分离变量方程.

例 1 求微分方程
2 0dy xy

dx
  的通解．

解：将方程变形为 2dy xy
dx

  ,这是一个可以分离变量的

方程，分离变量，得
2 ,dy xdx
y

 

两边积分，得

2

1
1
2

y
x C




(C为任意常数）.

例 2 求微分方程 23 3xdx ydy x ydy  的通解．

解：合并同类项，得 23( 1)xdx x ydy  ，

分离变量，得
2 3

( 1)
xdx ydy
x




，

两边积分，得
2 2

1
1 3ln( 1)
2 2

x y C   ，

即通解为
2 2

1ln( 1) 3 ( 2 )x y C C C    .

随堂练习 1 求微分方程
2 2 2 2 2( 1) 0x ydx x y y x dy    

满足条件 0| 1xy   的特解．

解：分离变量，得
2 2

2

1
1
x ydx dy
x y





，

积分得通解为
21arctan ln

2
x x y y C    ，

由 0| 1xy   ，得
1
2

C  ，

故所求特解为
2 22( arctan ) ln 1x x y y    ．

2. 齐次方程

如果一阶微分方程可化为 ( )dy y
dx x

 的形式，则称此方

程为齐次方程.例如， ' x yy
x y





可化为
1

'
1

y
xy y
x






.

对于齐次方程，通过变量替换可化为可分离变量方程来

随堂练习 1：利用学习通平

台发布习题，学生作答后上

传答案及时批改，并对存在

典型错误的学生指出问题，

同时警示其他同学避免出

现相同错误。培养学生自主

思考和辨析能力。

重点 2（也是难点）：其次

方程的求解方法。
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求解，设
yu
x

 ，则有
dy duu x
dx dx

  ，

带入齐次方程，得 ( )duu x u
dx

  ，即 ( )dux u u
dx

  ，

分离变量再积分，得
( )
du dx
u u x


  ，求出积分结果后，

将
y u
x
 回代即可得出通解.

例 3 求方程 2dy y y
dx x x

  的通解．

解：该方程为齐次方程，设
y u
x
 ，则

dy duu x
dx dx

  ，

代入原方程有 2dux u
dx

 ，

分离变量，得 2
du dx

xu
 ，

两端积分，得 ln | |u x C  ,即 2(ln | | )u x C  ，代回原来

的变量，得到通解为 2(ln | | )y x x C  (C是任意常数).

例 4 求方程 2 2 dy dyy x xy
dx dx

  的通解．

解：原方程可写成

2
2

2

( )

1

y
dy y x

ydx xy x
x

 
 

，该方程为齐次

方程，设
yu
x

 ，有
dy duu x
dx dx

  ，

代入原方程，得
2

1
du uu x
dx u

 


,即
1

du ux
dx u




，

分离变量，得
1(1 ) dxdu
u x

  ，

两端积分，得 ln | | ln | |u u C x   ，

整理得 ln | |xu u C  ，将
yu
x

 代回，即可求得通解为

ln | | yy C
x

  (C是任意常数).

随堂练习 2 求微分方程 tandy y y
dx x x

  满足初始条件

1|
6xy


  的特解．

解：所求方程为齐次方程，设
y u
x
 ，有

dy duu x
dx dx

  ，

随堂练习 2：利用学习通平

台发布习题，学生作答后上

传答案及时批改，并对存在

典型错误的学生指出问题，

同时警示其他同学避免出

现相同错误。培养学生自主

思考和辨析能力。
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代入原方程，得 tanduu x u u
dx

   ，

分离变量，得
1cot udu dx
x

 ，

两端积分，得 ln sin ln lnu x C  ，即 sin u Cx ，

将
yu
x

 代入，则方程的通解是 sin y Cx
x
 .由 1|

6xy


  得

1
2

C  ，故满足 1|
6xy


  的特解为
1sin
2

y x
x
 .

注意：用变量代换改变方程的形状再求解，是微分方程

的一种常用方法.若方程中出现 ( )x
y

 、 ( )xy 、 ( )x y  、

2 2( )x y  ,也可以用此法，分别设u为
x
y
、xy、x y .

3. 一阶线性微分方程

形如 ( ) ( )dy p x y q x
dx

  的方程叫做一阶线性微分方程，

如果 ( ) 0q x  ，则称为一阶齐次线性微分方程，若 ( )q x 不恒

为零，则称为一阶非齐次线性微分方程．

对于齐次线性微分方程 ( ) 0dy p x y
dx

  ，因为它是一个

可分离变量方程，分离变量得 ( )dy p x dx
y
  ,

两边积分后即得其通解为
( )p x dx

y Ce
 ，

若 ( ) ( )dy p x y q x
dx

  是非齐次线性微分方程，探讨其通

解的求法.

由于齐次线性微分方程是非齐次线性微分方程的特殊情

形，两者有着密切的联系，我们猜想两个方程的解之间也应

该 有 联 系 ， 而 非 齐 次 方 程 的 解 不 可 能 再 具 有 形 式

( )
1

p x dx
y C e

 ( 1C 为 常 数 ) ， 这 是 因 为 将 其 代 入

( ) ( )dy p x y q x
dx

  后，左端一定是零，不满足非齐次方程。

我们尝试将通解中的任意常数C换为不恒为零的函数 ( )C x ，

得函数
( )( ) ( ) p x dxy x C x e 下面看

( )( ) ( ) p x dxy x C x e 能否

成为非齐次方程的解.

将
( )( ) ( ) p x dxy x C x e 代入 ( ) ( )dy p x y q x

dx
  得：

( ) ( )
( ( ) ) ' ( ) ( ) ( )

p x dx p x dx
C x e C x e p x q x

     ，即：

( ) ( ) ( )
'( ) ( ) [ ( )] ( ) ( ) ( )

p x dx p x dx p x dx
C x e C x e p x C x e p x q x

          ，

化简，得
( )

'( ) ( )
p x dx

C x e q x
  ，即

( )
'( ) ( )

p x dx
C x q x e ，

重点 3：一阶非齐次线性微

分方程的求解方法。

常数变易法的证明具有较

强的逻辑性，整个过程与学

生一起讨论分析，最终确定

该方法的公式，记住该公式

即可快速求出一阶非齐次

线性微分方程的通解。
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积分得
( )

( ) ( )
p x dx

C x q x e dx C  ，将 ( )C x 代入

( )( ) ( ) p x dxy x C x e ，得
( ) ( )

[ ( ) ]
p x dx p x dx

y e q x e dx C
   .

由直接检验可知，
( ) ( )[ ( ) ]p x dx p x dxy e q x e dx C   是非

齐次线性微分方程的解，又因为它含有一个任意常数，所以

它也是非齐次线性微分方程的通解，此式可作为非齐次线性

微分方程的通解公式. 这种求非齐次线性微分方程通解的方

法，称为常数变易法.

例 5 求方程
5
22 ( 1)

1
dy y x
dx x

  


的通解．

解：设 2( )
1

p x
x

 


,
5
2( ) ( 1)q x x  ，代入公式

( ) ( )
[ ( ) ]

p x dx p x dx
y e q x e dx C

   ，

得

2 25
1 12[ ( 1) ]
dx dx

x xy e x e dx C


    
=

3
2 22( 1) [ ( 1) ]

3
x x C  

7
222 ( 1) ( 1)

3
x C x    ．

例6 求 2 (2 1) 0x dy xy x dx    满足初始条件 1| 0xy  
的特解．

解：将方程变形为
2

2 1dy xy
dx x x


  ，则通解为

2 2

2
1dx dx

x xxy e e dx C
x

     
 


= 2
2

1 1( )
2
x x C

x
 

= 2

1 1
2

C
x x

  .

将初始条件 1| 0xy   代入通解得
1
2

C  ，故特解为

2
1 1 1
2 2

y
x x

   ．

随堂练习 3 求微分方程 3( ) 0ydx x y dy   （ 0y  ）的

通解．

解：将方程改写为 2dx x y
dy y

  ，将 x看作 y的函数，是形

如 ' ( ) ( )x p y x q y  的一阶线性微分方程. 得出此类线性微

分方程的通解公式为

( ) ( )
[ ( ) ]

p y dy p y dy
x e q y e dy C

   ，

随堂练习 3：利用学习通平

台发布习题，学生作答后上

传答案及时批改，并对存在

典型错误的学生指出问题，

同时警示其他同学避免出

现相同错误。培养学生自主

思考和辨析能力。
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利用此公式方程 2dx x y
dy y

  的通解为

( ) ( )[ ( ) ]p y dy p y dyx e q y e dy C  
1 1

2
dy dy
y ye y e dy C

   
  

  


41 1
4
y C

y
    

31
4

Cy
y

  .

三、课程小结

1. 可分离变量方程的通解解法

2. 齐次微分方程的通解解法

3. 一阶线性微分方程通解解法

四、布置作业

1. 教材的课后习题

2. 学习通上对应的作业

3. 思考：一阶微分方程求解对所学专业是否有用处？

五、板书设计

课后思考：布置课后思考，

培养学生自主探索和学习

的能力，明确高等数学对自

己所学专业的意义。

教学反思

1. 成功之处

本节课，我通过课堂观察、随堂练习等方式评估学生对一阶微分方程解法的掌握程度

比较高，特别是对常数变易法的来源有着较高的好奇心，推导过程具有较强逻辑性，学生

的参与度较好。

2. 存在问题

教学方法的创新性不足。

3. 改进措施

在今后的授课准备中，我将设计翻转课堂，让学生站上讲台讲解相关内容，提高学生

的表现力，同时也鼓舞学生积极求学。
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授课题目 §6.3 可降阶的高阶微分方程 课时：2学时

教学目标

知识目标：

掌握可降阶高阶微分方程的解法。学生应掌握如何通过适当的变量代

换、积分等步骤将可降阶的高阶微分方程转化为更低阶的微分方程进行求

解。

能力目标：

培养学生的分析问题的能力。学生应能够准确判断一个高阶微分方程

是否可降阶，并确定其类型。

素养目标：

培养学生的数学素养。培养学生的数学思维和逻辑推理能力，能够用

数学语言描述和解释问题。

重点难点

教学重点：  ,y f x y  型的微分方程、 ( , ) y f y y 型的微分方程。

教学难点：  ,y f x y  型的微分方程、 ( , ) y f y y 型的微分方程。

方法手段
教学方法：讲授法、案例分析法。

教学手段：多媒体、学习通平台。

教学设计

教学过程 教学活动

一、导入新课

复习一阶微分方程的求解方法导入新课.

二、讲解新知

二阶及二阶以上的微分方程统称为高阶微分方程.对于

有些高阶微分方程，可以通过变量代换把它化为较低阶的微

分方程求解，这种类型的方程称为可降阶的方程，求解方法

复习方式：通过学习通随机

抽取学生带领大家复习上

节课的知识内容，提高学生

对知识的掌握度。
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称为降阶法。

1. y(n) = f (x) 型的微分方程

这种方程的特点是方程的右端只含有自变量 x，只要通

过 n次积分就可以得到通解.
例 1 求

3 sinxy e x   的通解.
解： 对原方程积分三次得

y = 3 3
1

1( sin ) cos
3

x xe x dx e x C    ，

3
1 2

1 sin
9

xy e x C x C     ，

3 2
1 2 3

1 1cos
27 2

xy e x C x C x C     .

例 2 求 方 程 2

1
sin

y
x

   满 足 条 件
4

ln 2
2x

y 


  ，

4
1

x
y 


  的特解.

解： 积分一次得 1coty x C   ，将条件
4

1
x

y 


  代入

得， 1 0C  ，从而 coty x  ，再积分一次得，

2ln siny x C  ，将条件
4

ln 2
2x

y 


  代入得， 2 0C  .

于是所求特解为 ln siny x ．

2. y = f (x, y) 型的微分方程

这种方程的特点是不显含 y .求解的方法是：令 y p 

则
dpy
dx

  ，原方程变为  ,dp f x p
dx

 ，这里 p作为未知函

数，设这个一阶微分方程的通解为 1( , )p g x C ，即

1( , )y g x C  ，再积分便可得到原方程的通解

1 2( , )y g x C dx C  .

例 3 求微分方程
2(1 ) 2 0x y xy    的通解.

解： 这是一个不显含 y的方程. 设 y p  则
dpy
dx

  ,

将 y p  和
dpy
dx

  代入原方程得
2(1 ) 2 0dpx px
dx

   ，

分离变量并积分，得

2

2
1

dp x dx
p x



, 2

1ln ln(1 ) lnp x C   ，

即
2

1(1 )p C x  ,从而
2

1(1 )dy C x
dx

  ，再积分得通解

3

1 2( )
3
xy C x C   .

3. y = f (y, y) 型的微分方程

重点 1（也是难点）：y = f
(x, y) 型的微分方程。

重点 2（也是难点）：
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这种方程的特点是不显含 x .求解的方法是：把 y暂时看

成自变量. 设  y p 则
dp dp dy dpy p
dx dy dx dy

     ，原方程

变为 ( , )dpp f y p
dy

 .这是一个关于 ,y p的一阶微分方程，求

出此一阶微分方程的通解后，再积分即可得原方程的通解.

例 4 求
21 ( ) 0

1
y y

y
  


的通解.

解： 设  y p 则  
dpy p
dy

，将其代入原方程，得

2

1
dp pp
dy y




，分离变量，有
1

dp dy
p y



，两边积分，得

1ln ln( 1) lnp y C   ，即 1( 1)p C y  ，或 1( 1)dy C y
dx

  .

分离变量再积分得通解为 2
1

1 ln( 1)x y C
C

   .

随堂练习 求
2 1y y   的通解.

解： 设  y p 则  
dpy
dx

，代入原方程有，

2 1dp p
dx

  ，分离变量并积分，得 2

1
1

dp dx
p


  ，

arctan  p x C 即 1tan( )  
dyp x C
dx

，

再积分得 1 2ln | cos( ) |   y x C C .

三、课程小结

1. ( ) ( )ny f x 型的微分方程的求解

2.  ,y f x y  型的微分方程的求解

3. ( , ) y f y y 型的微分方程的求解

四、布置作业

1. 教材的课后习题

2. 学习通上对应的作业

3. 思考：为什么有的时候算出来的通解与答案对不上？

五、板书设计

y = f (y, y) 型的微分方

程求解方法。

随堂练习：利用学习通平台

发布习题，学生作答后上传

答案及时批改，并对存在典

型错误的学生指出问题，同

时警示其他同学避免出现

相同错误。培养学生自主思

考和辨析能力。

课后思考：该问题的答案可

以解决很多同学的疑惑，算

出来的结果与参考答案相

差常数，所以与答案对不

上。
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教学反思

1. 成功之处

本节课对知识点的讲解极为清晰，梳理了知识点之间逻辑性、严密性。例如，知识衔

接：回顾并强调一阶微分方程的基础知识和解法，帮助学生建立新旧知识之间的联系，理

解降阶的必要性和可能性。

2. 存在问题

未关注到个别学生对知识理解的困难情况，导致学生感到些许挫败。

3. 改进措施

在今后，我将针对不同学生的学习能力和进度，提供个性化的学习建议和辅导，帮助

学习困难的学生克服难关，鼓励优秀学生深入探索。
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授课题目 §6.4 二阶线性微分方程 课时：2学时

教学目标

知识目标：

1. 掌握二阶线性微分方程的基本形式。学生应熟悉二阶线性微分方程

的标准形式，即 y'' + p(x)y' + q(x)y = f(x)。
2. 理解二阶线性微分方程的解的结构。学生应理解二阶线性齐次微分

方程解的结构，包括通解和特解的概念。

能力目标：

培养学生的分析和计算能力。学生应能够分析给定的二阶线性微分方

程的类型（齐次或非齐次），并确定适当的解法。

素养目标：

培养学生的抽象和逻辑思维。学生将实际问题抽象为数学问题，再进

行逻辑推理，分析方程的结构特点，选择合适的求解方法。

重点难点

教学重点： ( ) ( ) 0y p x y q x y    和 ( ) ( ) ( )y p x y q x y f x    的求解

方法。

教学难点： ( ) ( ) ( )y p x y q x y f x    的求解方法。

方法手段
教学方法：讲授法、案例分析法。

教学手段：多媒体、学习通平台。

教学设计

教学过程 教学活动

一、导入新课

复习一阶微分方程、可降解微分方程的求解方法导入新

课.

二、讲解新知

1. 线性微分方程解的性质与结构

复习方式：通过学习通随机

抽取学生带领大家复习上

节课的知识内容，提高学生

对知识的掌握度。
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形如 ( ) ( ) ( )y p x y q x y f x    的方程称为二阶线性

非齐次微分方程. 其中 ( ), ( )p x q x 及 ( )f x 是已知函数，

( ), ( )p x q x 称为系数函数， ( )f x 称为自由项. 当 ( ) 0f x 
时，方程 ( ) ( ) 0y p x y q x y    称为二阶线性齐次微分方

程.

定理 1（齐次方程的解的叠加原理）：如果 1 2( ), ( )y x y x
是某二阶线性齐次微分方程的两个解，则它们的线性组合

1 1 2 2( ) ( )y C y x C y x   仍是该齐次微分方程的解. 其中

1 2,C C 是任意常数.

证：由假设得 1 1 1( ) ( ) 0y p x y q x y    ，

2 2 2( ) ( ) 0y p x y q x y    ，

再将
*

1 1 2 2( ) ( )y C y x C y x  代入 ( ) ( ) 0y p x y q x y   
左边，得

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2[ ] ( )[ ] ( )[ ]C y C y p x C y C y q x C y C y       
= 1 1 1 1[ ( ) ( ) ]C y p x y q x y   + 2 2 2 2[ ( ) ( ) ]C y p x y q x y   =0.

故 1 1 2 2( ) ( )y C y x C y x   是 ( ) ( ) 0y p x y q x y    的

解.

从 1 1 2 2( ) ( )y C y x C y x   的形式上看，含有两个任意

常数，但它不一定是方程 ( ) ( ) 0y p x y q x y    的通解.

例 如 ， 设 1y 是 ( ) ( ) 0y p x y q x y    的 解 ， 取

2 13y y ，则 2y 也是 ( ) ( ) 0y p x y q x y    的解，但它们

的线性组 1 1 2 2 1 2 1( ) ( ) ( 3 ) ( )y C y x C y x C C y x   

1 1 2( ) ( 3 )C y x C C C   ，

不是 ( ) ( ) 0y p x y q x y    的通解. 那么，在什么条件下，

1 1 2 2( ) ( )y C y x C y x   才是方程 ( ) ( ) 0y p x y q x y   
的通解呢？

要解决此问题，还需引入函数组线性相关与线性无关的

概念.

定义 1：设 1 2( ), ( ), , ( )ny x y x y x 为定义在区间 I 上的 n
个函数如果存在 n个不全为零的常数 1 2, , , nk k k ，使得当

x I 时，等式 1 1 2 2( ) ( ) ( ) 0n nk y x k y x k y x    恒成立，

那么称这 n个函数在区间 I 上线性相关；否则称为线性无关.

例如，函数组
2 21, cos , sinx x 在任何区间上是线性相关

的. 因为取 1 2 31, 1k k k    ，等式
2 21 cos sin 0x x  

恒成立.

由定义可知,在某区间内的两个函数 1 2( ), ( )y x y x ，如果

存在不为零的常数 k，使得 1

2

( )
( )

y x k
y x

 成立，则称 1( )y x 与

2 ( )y x 在该区间内线性无关；否则，称线性相关.

根据线性无关的概念，得到下面的结论：

定理 2（齐次线性方程的通解结构）：如果函数

问题引导学生思考，引出后

续知识点。
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1 2( ), ( )y x y x 是方程 ( ) ( ) 0y p x y q x y    的两个线性无

关的特解，则 1 1 2 2( ) ( )y C y x C y x  ( 1 2,C C 是任意常数)
是它的通解.

定理 2 表明，求二阶齐次线性方程的通解，只需求得两

个线性无关的特解即可.

定理 3：若 1 2( ), ( )y x y x 是 ( ) ( ) ( )y p x y q x y f x   
的解，则 1 2( ) ( )y x y x 是 ( ) ( ) 0y p x y q x y    解.

定理 4（非齐次线性方程的通解结构）：如果函数 ( )y x

是二阶非齐次微分方程 ( ) ( ) ( )y p x y q x y f x    的一个

特解， ( )Y x 是对应齐次方程 ( ) ( ) 0y p x y q x y    的通

解，则 ( ) ( )y Y x y x  是 ( ) ( ) ( )y p x y q x y f x    的

通解.

证：

将 ( ) ( )y Y x y x  代入 ( ) ( ) ( )y p x y q x y f x   

的左端，则有 ( ) ( )( ) ( )( )Y y p x Y y Q x Y y        

( ( ) ( ) )y P x y Q x y      ( ( ) ( ) )Y P x Y Q x Y   
( ) 0 ( )f x f x   .

故 ( ) ( )y Y x y x  是非齐次方程的解.由于齐次方程通解

中含有两个相互独立的任意常数，所以 ( ) ( )y Y x y x  中

也含有两个相互独立的任意常数，即它是非齐次方程的通解.

定理 5（解的叠加原理）：设函数 1 2( ), ( )y x y x 
分别是

二阶非齐次线性方程 1( ) ( ) ( )y p x y q x y f x   
与 2( ) ( ) ( )y p x y q x y f x   

的特解，则 1 2( ) ( )y x y x  是微分方程

1 2( ) ( ) ( ) ( )y p x y q x y f x f x    
的特解.

证：

将 1 2( ) ( )y x y x  代入 1 2( ) ( ) ( ) ( )y p x y q x y f x f x    

的左端，得 1 2[ ( ) ( )]y x y x   + 1 2( )[ ( ) ( )]p x y x y x  

+ 1 2( )[ ( ) ( )]q x y x y x 

= 1 1 1[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]y x p x y x q x y x    

+ 2 2 2[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]y x p x y x q x y x     

1 2( ) ( )f x f x  .

故 1 2( ) ( )y x y x  是该方程的特解.

2. 二阶线性常系数齐次微分方程

由解的结构定理可知，求 0y py qy    的通解可归

结为求它的两个线性无关的特解，由于 ''y , 'y , y各自乘上常

数因子后相加为零，即 y和它的导数 ''y , 'y 之间只相差常数

因子，当为常数时，指数函数
xy e 恰好具备这一性质，

因此我们用 xy e 来尝试，看能否选取适当的常数，使得

先回顾一阶非齐次线性微

分方程的通解再引出定理

4：一阶非齐次线性微分方

程的通解等于对应的齐次

线性方程通解与非齐次线

性方程的一个特解之和.

实际上，二阶及二阶以上的

高阶线性非齐次微分方程

的通解也具有这样的结构.

提醒学生：需要常常温故知

新，养成良好的学习习惯。

重点 1：二阶线性常系数齐

次线性方程的通解。
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xy e 满足 0y py qy    .

设
xy e ， 求 导 后 代 入 0y py qy    中 ， 有

2( ) 0xp q e    即有 2 0p q    称此式为方程

0y py qy    的特征方程.

显然
xy e 是 0y py qy    的特解的充分必要条

件是 为特征方程的根.下面根据特征根的取值情况给出

0y py qy    的通解.

设 2 4p q   ， 1 2,C C 是独立的任意常数.
（1）当 0  时，特征方程有两个相异实根 1 、 2 ，

这 时 方 程 有 两 个 特 解 1
1

xy e ， 2
2

xy e . 由 于

1 2( )1

2

xy e k
y

   (常数)，所以 1y , 2y 线性无关，故方程的通

解为 1 2
1 2( ) x xy x C e C e   ．

（2）当 0  时，特征方程有二重根 .这时方程有一

个特解 1
xy e ，设另一个特解为 2y ，因为 2

1

y k
y

 (常数)，

故设 2

1

( )y u x
y

 ，即 2 1( )y u x y = ( ) xu x e .求 2 2,y y 并将

2 2 2, ,y y y 代入 0y py qy    中得，

2( ) (2 ) ( ) ( ) 0u x p u x p q         
由于是特征方程的二重根，因此，

2

2 0
0

p
p q

  

    

，

于是有 ( ) 0u x  ，因为这里只要得到一个不为常数的解，所

以就取 ( )u x x ，由此得 2
xy xe ，故方程的通解为

1 2 1 2( ) ( )x x xy x C e C xe C C x e      ．

（3）当 0  时，特征方程有两个共轭复根：
1 i    ，

2 i    ，
( )

1
i xy e   ，

( )
2

i xy e   是 微 分 方 程

0y py qy    的两个特解，但它们是复数形式，为了得

到实值函数形式的解，利用欧拉公式 cos i sinie     把

1y 、 2y 改写成

( i )
1

xy e   (cos i sin )xe x x   
( i )

2
xy e   (cos i sin )xe x x   

利用解的叠加原理，有

1 1 2
1 ( )
2

y y y  cosxe x 

2 1 2
1 ( )
2

y y y
i

  sinxe x 

也是方程 0y py qy    的解，且 1

2

coty x
y

 常数，故

组织讨论：如何找到两个线

性无关的解？
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方程的通解为 1 2( ) ( cos sin )xy x e C x C x    ．

综上所述，求齐次微分方程 0y py qy    的通解的

步骤是：

（1）写出特征方程
2 0p q    ；

（2）求出两个特征根 1 2,  ；

（3）根据两个特征根的不同情形，写出通解.
二阶线性常系数齐次微分方程通解形式表

例 1 求下列方程的通解：

（1） '' ' 6 0y y y   ；（2） '' 2 ' 0y y y   ； （3）

'' 2 ' 5 0y y y   ．

解：

（1）特 征 方 程 为
2 6 0    ， 特 征 根 为

1 23, 2    ，

故所求的通解为
3 2

1 2
x xy C e C e  .

（2）特 征 方 程 为 2 2 1 0    ， 特 征 根 为

1 2 1    ，

故所求的通解为 1 2( ) xy C C x e  .

（3）特 征 方 程 为
2 2 5 0     ， 特 征 根 为

1,2 1 2i    ，

故所求的通解为 1 2( cos2 sin 2 )xy e C x C x  .

随堂练习 1 求微分方程 4 3 0y y y    满足初始条件

0| 6xy   , 0| 10xy   的特解

解：特征方程
2 4 3 0    的根为 1 21, 3   ，故

方程的通解为 3
1 2
x xy C e C e  ，又

3
1 23x xy C e C e   ，

代入初始条件 0| 6xy   , 0| 10xy   ，得 1 4C  ， 2 2C  ，

故所求特解为 34 2x xy e e  .
3. 二阶线性常系数非齐次微分方程

二阶线性常系数非齐次微分方程 ( )y py qy f x   
的通解等于它的一个特解加上对应齐次微分方程的通解.而
对应齐次微分方程的通解的求法已经在上一节的内容中介绍

过了.下面将介绍微分方程 ( )y py qy f x    的特解 *y
的求法，我们主要介绍两种 ( )f x 为特殊形式时 *y 的求法.

(1) ( ) ( )rx
mf x e P x

这里 r为常数， )(xPm 是关于 x的一个m次多项式，先

看特解 *y 的形式.

分析：多项式 )(xPm 与指数函数
rxe 乘积的导数应该也

讲完齐次通解的三种情况

后，留下一点时间让学生记

住三个结论即可。为了便于

记忆，将上述三种情况汇总

成表的形式。

随堂练习 1：利用学习通平

台发布习题，学生作答后上

传答案及时批改，并对存在

典型错误的学生指出问题，

同时警示其他同学避免出

现相同错误。培养学生自主

思考和辨析能力。

重点 2（也是难点）：二阶

线性常系数非齐次微分方

程。也是整个课程的难点内

容。
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是一个多项式与指数函数的乘积，因此设方程的特解为

( ) rxy Q x e  ，其中 )(xQ 是某个多项式函数.

将 [ ( ) ( )] rxy rQ x Q x e   
2[ ( ) 2 ( ) ( )] rxy r Q x rQ x Q x e     

分别代入方程 ( )y py qy f x    并消去
rxe ，得

2( ) (2 ) ( ) ( ) ( ) ( )mQ x r p Q x r pr q Q x P x       （1）
分以下三种不同的情形，分别讨论特解 *y 的形式：

1) 若 r 不 是 特 征 方 程
2 0p q     的 根 ， 即

2 0r pr q   ，要使（1）的两端恒等， )(xQ 也应为一个m
次多项式，设为 )(xQm ，从而得到所求方程的特解形式为

( ) rx
my Q x e  .

2) 若 r 是 特 征 方 程
2 0p q     的 单 根 ， 即

2 0,2 0r pr q r p     ，要使（1）的两端恒等， )(xQ
应为一个m次多项式，于是特解形式可写为

( ) rx
my xQ x e  .

3) 若 r 是 特 征 方 程
2 0p q     的 重 根 ， 即

2 0,2 0r pr q r p     ，要使（1）的两端恒等， ( )Q x
应为一个m次多项式，于是特解形式可写为

2 ( ) rx
my x Q x e  .

综上，当 ( ) ( )rx
mf x e P x 时，可设特解形式为

* ( )k x
my x e Q x ，

其中，

0,
1,k





 



不是根;

是单根;

2, 是重根.

特解形式确定后，我们应如何求特解 *y 呢?
首先根据特解应有的形式设出特解，再将设出的特解代

入原方程，用待定系数法求出特解的具体表达式即可.
例 2 求微分方程 '' 2 ' 3 3 1y y y x    的一个特解．

解： ( )f x 是 ( ) rx
mP x e 型，其中 ( ) 3 1mP x x  , 0r  ．

设特解形式为 * ( )ky x ax b  ，对应的齐次方程的特征方程

为
2 2 3 0    ， 0r  不是特征方程的根，则 0k  ，

特解 *y ax b  ，代入原方程，得

3 2 3 3 1ax a b x     ，

比较两端 x同次幂的系数，得
3 3

2 3 1
a

a b
 

  
，

解得
11,
3

a b   ，于是求得一个特解为 1*
3

y x   ．

随堂练习 2 求方程 '' 3 ' 2 3 xy y y xe   的通解.

解：对应齐次方程的特征方程为
2 3 2 0    ，

随堂练习 2：利用学习通平

台发布习题，学生作答后上
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解得特征根为 1 1  , 2 2  ，

故对应的齐次方程的通解为 2
1 2
x xY C e C e  .

因为 ( ) 3 xf x xe ，可设特解形式为 * ( )k xy x ax b e  ，

又 1r  是特征方程的单根，所以 1k  ，特解形式为

* ( ) xy x ax b e 
代入原方程并化简，得 2 (2 ) 3ax a b x    ，

比较系数，得
3 , 3
2

a b    ，故原方程的特解为

3* ( 2)
2

xy x x e   .

从而原方程的通解为

2
1 2

3* ( 2)
2

x x xy Y y C e C e x x e      .

(2) ( ) [ ( ) cos ( )sin ]rx
l nf x e P x x P x x   

( )lP x , ( )nP x 分别为 ,l n次多项式， ,r 是常数. 应用欧

拉公式，把 ( )f x 表示成复变指数函数的形式，有

( ) [ ( ) cos ( )sin ]rx
l nf x e p x x p x x  

[ ]
2 2

i x i x i x i x
rx

l n
e e e ee p p

i

     
 

( ) ( )( ) ( )
2 2 2 2

r i x r i xl n l np p p pe e
i i

     

设  ,m max l n ，则

1( )
2 2 2 2
l n n

m
p p ppp i

i
    与

( )mp x = 1( )
2 2 2 2
l n np p pp i

i
  

是互成共轭的m次多项式.于是有,
( )f x ( ) ( )( ) ( )r i x r i x

m mp x e p x e   
只要分别求出方程

( )( ) r i x
my py qy p x e    

与
( )( ) r i x

my py qy p x e    

的一个特解 1y

与 2y


，由叠加原理可知 1 2y y  就是方程

( )y py qy f x    的一个特解.

对
( )( ) ,r i x

my py qy p x e     根据第一种类型的结

果，可设
( )

1
k r i x

my x Q e   ，其中， k按 r i 不是特征方

程的根或是特征方程的单根依次取 0 或 1.
( )( ) r i x

mp x e 
与

( )( ) r i x
mp x e 

共轭，所以与 1y

成共轭的

函数
( )

2
k r i x

my x Q e   必为
( )( ) r i x

my py qy p x e     的

特解，这里 m mQ Q与 成共轭的 m 次多项式 .因此方程

( ) ( ) ( )y p x y q x y f x    的一个特解为

传答案及时批改，并对存在

典型错误的学生指出问题，

同时警示其他同学避免出

现相同错误。培养学生自主

思考和辨析能力。
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1 2y y y    [ ]k rx i x i x
m mx e Q e Q e   .

因为括号中两项共轭，相加后无虚部，所以可写成实函数
(1) (2) ( ) ( ( ) cos ( )sin )k rx
m my x x e R x x R x x    .

综上所述，得出如下结论：

如果 ( ) [ ( ) cos ( )sin ]rx
l nf x e p x x p x x   ，则二阶

线性常系数非齐次微分方程具有特解形式为

 ( ) ( ( ) cos ( )sin )k rx
m my x x e R x x S x x    .

其中 ( )mR x 、 ( )mS x 都是m次多项式，但是系数不一定

相同.  ,m max l n ，当 r i (或 r i )不是特征方程的

根时，取 0k  ；当 r i (或 r i )是特征方程的单根时，

取 1k  ．

例 3 求微分方程 '' cos2y y x x  的一个特解．

解： )(xf 属于 [ ( ) cos ( )sin ]rx
l ne P x x P x x   型．

设特解形式为 * [( )cos2 ( )sin 2 ]ky x ax b x cx d x    .
这里的 0, 2, ( )lr P x x   , ( ) 0nP x  .

对应的齐次方程 '' 0y y  的特征方程为
2 1 0   ，

特征根为 i   ，由于 2r i i   不是特征方程的根，

所以取 0k  ，特解

* ( )cos2 ( )sin 2y ax b x cx d x    ．

把它代入所给方程，得

( 3 3 4 )cos2 (3 3 4 )sin 2 cos2ax b c x cx d a x x x       ，

比较系数，得

3 3 4
3 3 4 0
ax b c x
cx d a

   
   

，

即有

3 1
3 4 0

3 0
3 4 0

a
b c
c

d a

 
  
  
  

，

解得 1 4, 0, 0,
3 9

a b c d     ，

即特解为
1 4* cos2 sin 2
3 9

y x x x   ．

三、课程小结

1. ( ) ( ) 0y p x y q x y    的求解方法

2. ( ) ( ) ( )y p x y q x y f x    的求解方法

( ) ( )rx
mf x e P x 或 ( ) [ ( ) cos ( )sin ]rx

l nf x e p x x p x x  

四、布置作业

1. 教材的课后习题

2. 学习通上对应的作业

强调：记住讨论得到的结论

以方便做题。
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3. 思考：二阶微分方程在物理学种的应用？

五、板书设计

课后思考：培养学生自主思

考和学习的能力，自主探索

与专业相关的知识。同时也

是培养学生需要具有应用

意识。

教学反思

1. 成功之处

本节课，我利用了比较长的课时讲解理论与证明，旨在为学生理清楚结论的来龙去脉，

让学生清楚地认识到记住结论的必要性。

2. 存在问题

由于本节知识点比较难于理解，在讲解理论时耗用了较长的课时，使得学生的练习量

变少，对知识掌握得不牢。

3. 改进措施

我将适当压缩理论的讲解，增加相关的习题练习和讲解，确保学生懂知识并会用知识。

另外我将注重学生的及时反馈，及时调整教学策略为后续的教学做好准备。


	课程介绍
	第1章 函数、极限与连续
	第2章 导数与微分
	第3章 微分中值定理与导数的应用
	第4章 不定积分
	第5章 定积分及其应用
	第6章 微分方程

