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 §5.1  二次型及其矩阵表示 教学时数 2 学时 

线上预习

目标 

1.了解二次型的历史 

2.了解二次型的定义 

3.了解二次型的矩阵定义 

教学目标 1.掌握二次型及二次型矩阵表示； 

2.熟练掌握替换前后二次型矩阵的关系； 

3.提高学生解决问题的能力。 

思政目标 1. 理解二次型与矩阵是“抽象与具体”的关系的哲学思想 

2. 通过概念类比理解事物普遍联系的哲学原理 

3. 体验数学的”对称美” 

4. 二次型的数学史介绍激励学生勇于探索    

教学重点 二次型及二次型矩阵表示。 

教学难点 替换前后二次型矩阵的关系。 

教学方法 线上线下混合式教学（0.8 学时

+1.2 学时） 

线上（0.8 学时）: 

（1） 预习学银在线视频课 

（2）线上随堂练习或线上预习测

试 

线下（1.4 学时）：讨论式（师生讨

论）引导式、示范启发式 

 

 

 

 

 

 

 

 

教学手段 线上线下混合式教学 

（线上学银在线预习微课+ 

线上自制知识点总结微课+ 

线上自制习题讲解微课+ 

线下多媒体教学） 
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教学过程 设计意图 

 

 

线 

上 

教 

学 

过 

程 

教师：（线上教学准备） 

1.通过在开学前建立学生微信群，将所有学生加入学习通，以方便本学期

第一次课开展线上教学。 

2.学习通“通知”发布学生预习的“学银在线视频课”的内容及预习后回

答的问题。 

2.为学生编写、设计、发布学习通-活动-随堂测验的预习测验题。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

学生：（线上学习内容） 

3. 学生学习通预习学银在线本节课的视频课（24 分左右）， 

并在学习通讨论区提问不懂的地方，师生共同讨论 

4.学生学习通-活动-随堂练习，完成本节课预习测验题(12 分左右) 

教师：（线上教学总结） 

5.通过学习通后台的“统计“了解学生视频课任务点完成情况，督促未

完成同学完成，确保任务点完成率达百分之百。 

6.借助“学习通随堂测验“的”成绩统计“，了解学生知识点掌握情况。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.学生带着

问题学习视

频课，使学

生 把 握 重

点，有的放

矢，提高预

习效果。 

2.检验预习

效果 

 

 

 

3、4.通过视

频课预习，

提前了解本

节课内容，

加深知识点

理解。 

 

 

5、6.通过预

习测验题的

扇 形 统 计

图，了解学

生的知识点

掌握情况，

使线下教学

更 有 针 对

性。 
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线 

下  

导 

入 

新 

课 

提问学生：通过线上预习，有哪些收获？ 

1. 二次型的定义 

2. 二次型的矩阵定义 

 

 

 

 

 

 

 

在解析几何中，中心与坐标原点重合的有心二次曲线 

                  
22 2 cybxyaxf    ,     （1） 

选择适当角度  ,逆时针旋转坐标轴 

  

                  












sincos

sincos

yxy

yxx
 

得到标准方程 

                
22 ycxaf   。 

形如（1）的二次齐次多项式，不但在解析集合中出现，而且

在数学的其他分支以及物理、力学中也常常出现。 

 

通过提问检

查学生预习

效果 

 
 

 

 

 

联系解析几

何的知识，

引出新知，

引起学生对

二次型的学

习兴趣。 

 
 

 

线 

 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

一、 二次型的定义 

设 P 是一个数域，一个系数在数域 P 中的关于文字 nxx ,,1  的二

次齐次多项式： 

2 2 2

1 2 11 1 12 1 2 1 1 22 2 2 2( , , , ) 2 2 2n n n n n nn nf x x x a x a x x a x x a x a x x a x        

  （1） 

称为数域P 上的一个n 元二次型，简称二次型， 1 2( , , , )nf x x x 简记为

f 。 

注：如果P  C ，就称式（1）为复二次型，若 P  R ，就称式（1）为

实二次型。 

二、 二次型的矩阵表示 

设
1 2( , , , )nx x x X ，  ij n n

a


A 为对称矩阵， 那么二次型式（1）

可以唯一地表示成： 

 1 2( , , , )nf x x x f  X = X AX  

 

 

 

此定义可以

由具体的齐

次二次多项

式引出，并

引导学生根

据实例归纳

出定义。 
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线 

 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

称 A 为二次型式（1）的矩阵， 即二次型式（1）的矩阵为： 

11 12 1

12 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

A  

A 的秩称为二次型式（1）的秩。 

注：① 二次型式（1）的矩阵 A 一定是对称矩阵，且 A 的主对角线上第

 1, 2, ,k k n 个元素恰为二次型式（1）中 2

kx 的系数，而 A 的第 i 行

第 j 列元素和第 j 行第 i 列元素  , 1, 2, , ,i j n i j  都等于二次型式

（1）中 i jx x 系数的二分之一，因此二次型和它的矩阵是相互唯一确定的， 

这也给出了求二次型矩阵的方法； 

②  若 B 是 n 级 对 称 矩 阵 ， 使 得 二 次 型 式 （ 1 ）

 1 2, , , nf x x x   X AX X BX ，那么 B A； 

③  设 ( )ij n nc C ， 如 果
kk kkc a   1, 2, ,k n ，

 2 , 1, 2, , ,ij ji ijc c a i j n i j    ，那么一定有： 

1 2( , , , )=nf x x x  X AX X CX  

这说明将二次型式（1）写成矩阵乘积的形式写法是不唯一的，但要注意

矩阵C 可能不是对称矩阵， 如果C 不是对称矩阵， 那么C 就不是二次

型式（1）的矩阵。 

例：
2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 3 4 5 7 2f x x x x x x x x x x x x        

令  1 2 3, ,x x x X ，

7
3 1

2 3 3 1 3 2 1
7 1

4 , 4 4 1 , 5 4 3
2 2

1 2 5 3 2 5
1

1 5
2

 
  

        
              
          

  
 

A B C ， 

那么有： 

1 2 3( , , )f x x x    X AX = X BX = X CX  

由于 A 是对称矩阵， ,B C 不是对称矩阵，所以只有 A 是 1 2 3( , , )f x x x 的

 

 

用矩阵的秩

定义二次型

的秩体现”

事物普遍联

系”的哲学

思想 

 

 

二次型的矩

阵体现数学

的 ” 对 称

美” 

 

 

二 次 型 与

矩阵的关系

体现”抽象

与具体”的

哲学思想 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

此 例 强 调

二次型的矩

阵必须是对
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矩阵，而 A 的主对角线上的第 1、2、3个元素分别是
1 2 3( , , )f x x x 中 2

1x 、

2

2x 、 2

3x 的系数， A 的第 1 行第 2 列元素与第 2 行第 1 列元素都等于

1 2 3( , , )f x x x 中 1 2x x 系数的二分之一， A 的第 1 行第 3 列元素与第 3 行

第 1 列元素都等于
1 2 3( , , )f x x x 中 1 3x x 系数的二分之一， A 的第 2 行第

3 列元素与第 3 行第 2 列元素都等于
1 2 3( , , )f x x x 中 2 3x x 系数的二分之

一，利用这一点就可求出 1 2 3( , , )f x x x 的矩阵。 

三、线性替换 

设
1, , nx x ；

1, , ny y 是两组文字，系数在数域P 中的一组关系式 

1 11 1 12 22 1

2 21 1 22 22 2

1 1 2 22

n n

n n

n n n nn n

x c y c y c y

x c y c y c y

x c y c y c y

   


   


    

                      （2） 

称为由
1, , nx x 到

1, , ny y 的一个线性替换，或简称线性替换。如果线

性替换式（2）的系数行列式： 

11 12 1

21 22 2

1 2

0

n

n

n n nn

c c c

c c c

c c c

  

那么线性替换式（2）就称为非退化的。 

设 1 1( , , ) , ( , , ) , ( )n n ij n nx x y y c 
   X Y C ，则线性替换式（2）

就可写成矩阵形式： 

X = CY  

    设 X = CY 是非退化线性替换，那么二次型式（1）可写成： 

   ( )f g      X X AX Y C AC Y Y BY Y  

其中 B C AC ，这就是说非退化线性替换将二次型变成二次型，且如

果 A 是二次型  f X X AX 的矩阵，那么 B C AC 就是二次型

 =g Y Y BY 的矩阵。 

注：线性替换式（2）也称为数域P 上的线性替换。 

称矩阵，当

所给矩阵不

是对称矩阵

时，如何化

成 对 称 矩

阵。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

强 调 非 退

化线性替换

是用非退化

矩 阵 定 义

的。 
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四、 矩阵合同 

1. 矩阵合同的定义 

数域P 上 n n 矩阵 ,A B 称为合同的，如果有数域P 上的 nn 可逆

矩阵C ，使得 

B C AC ，此时也称 ,A B 在数域P 上合同。 

2. 矩阵合同的性质 

设 ,A B,C 是数域 P 上的 n n 矩阵。合同是矩阵之间的一种关系，

它具有自反性、对称性、传递性，即： 

性质 1： A 与 A 合同； 

性质 2：如果 A 与B 合同，那么 B 与 A 合同； 

性质 3：如果 A 与B 合同，且B 与C 合同，那么 A 与C 合同。 

注：① 矩阵合同与数域有关； 

② 经非退化线性替换，新二次型的矩阵与原二次型的矩阵是合同

的。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

注 意 矩 阵

合同是一种

等价关系。 

 

 

 

 

 

 

 

新 

 

知 

 

扩 

 

展 

 

二次型等价 

（1）数域 P 上两个 n 元二次型    X AX A A 与    Y BY B B ，如

果存在一个非退化线性替换 X = CY （C 是数域 P 上的 n n 可逆矩

阵），把 X AX 变成 Y BY ，那么称二次型 X AX 与 Y BY 等价，记作

 X AX Y BY 。 

（2）数域 P 上两个 n 元二次型    X AX A A 与    Y BY B B 等价

当且仅当它们的矩阵 A 与B 在数域 P 上合同。 

（3）数域 P 上任一 n 元二次型都等价于一个只含平方项的二次型。 

 

 

 

思政：用联

系的观点看

问题 
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小 

 

 

结 

 

本节主要学习了二次型的定义、二次型矩阵的性质以及合同矩阵的

定义和性质，涉及的题型为 

（1）已知二次型，求其矩阵。 

（2）利用矩阵合同的性质证明相关问题。 

 

 

 

 

思 

考 

与 

练 

习 

 

   

2

2

1 2 1 1 2 2

1 1 1

, , , =
s n s

n ij j i i in n

i j i

f x x x a x a x a x a x
  

 
    

 
   。 

证明：  1 2, , , nf x x x 的秩等于矩阵  ij sn
aA 的秩。      

证明：令

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

n n

n n

s s s sn n

y a x a x a x

y a x a x a x

y a x a x a x

   


   


    

， 那么有：

1 1

2 2

s n

y x

y x

y x

   
   
   
   
   
   

A ，

于是： 

       

1 1

2 22

1 2 1 2 1 2

1

, , , , , , , , ,
s

n i s n

i

s n

y x

y x
f x x x y y y y x x x

y x



   
   
     
   
   
   

 A A  

因为 A A 是实对称阵，所以 A A 为  1 2, , , nf x x x 的矩阵，且

   r r A A A ，于是：  1 2, , , nf x x x 的秩    r r A A A 。 

 

 

此题加深学

生对二次型

的秩与矩阵

的秩的关系

的理解。 

 

 

作 

业 

 

 

P233 1 (I) 1)  2) （要求只写出二次型的矩阵） 

 

巩固所学 

阅 

读 

文 

献 

1.张禾瑞，郝炳新编：《高等代数》，高等教育出版社。 

2.王萼芳：《高等代数》，高等教育出版社。 

3.田孝贵等：《高等代数》，高等教育出版社 

多角度学习

触类旁通 

 

教 

学 

反 

思 

   1.线上视频课的预习加深了学生的对知识的理解，从学生课上的反馈

看，混合式教学效果明显好于传统教学。 

  2.通过提问发现，仍有学生预习效果不明显，态度不够认真。 

需加强引导和督促。 

  3.学习通讨论区学生积极提问和答复，极大拓展了线下教学的时空，形

成了较为浓厚的线上学习氛围。 
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授课题目 §5.2  标准型 教学时数 3 学时 

线上预习

目标 

1.了解化二次型为标准型的方法 

2.学会配方法 

3.了解合同变换法 

教学目标 1.掌握二次型化成标准形的相关理论以及相应的矩阵语言的叙述； 

2.熟练掌握化二次型为标准形的方法（配方法与合同变换法）。 

思政目标 1. 理解化二次型为标准型的不变量蕴含”形变质不变”的哲学思想 

2. 理解合同变换法的”对称美” 

教学重点 二次型的标准形、求标准形的方法。 

教学难点 化二次型为标准形。 

教学方法 线上线下混合式教学（1.2 学时

+1.8 学时） 

线上（1.2 学时）: 

（1）预习学银在线视频课 

（2）随堂练习或预习练习 

（3）课后学习学习通微课（自制）： 

“化二次型为标准型的方法总结” 

线下（1.8 学时）： 

讨论式（师生讨论）、引导式、示

范启发式 

 

教学手段 线上线下混合式教学 

（线上学银在线预习微课+ 

线上自制知识点总结微课+ 

线上自制习题讲解微课+ 

线下多媒体教学） 

 

教学过程 设计意图 

线 

上 

教 

学 

过 

程 

  教师：（线上教学准备） 

1.学习通“通知”发布学生预习的“学银在线视频课”的内容及预习后回

答的问题。 

问题 1：化二次型为标准型的方法有哪些？ 

问题 2：配方法的本质是什么？ 

问题 3：合同变换法与一般的线性变换有何区别？ 

 

2.为学生编写、设计、发布学习通-活动-随堂测验的预习测验题。 

3.录制“二次型为标准型的方法总结微课”，上传学习通。 

 

 

1.学生带着

问题学习视

频课，使学

生 把 握 重

点，有的放

矢，提高预

习效果 

2.检验预习

效果 
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学生：（线上学习内容） 

4.学生学习通预习学银在线本节课的视频课（24 分左右）， 

并在学习通讨论区提问不懂的地方，师生共同讨论 

5.学生学习通-活动-随堂练习，完成本节课预习测验题(12 分左右) 

6.课后学习学习通自制微课“二次型为标准型的方法总结微课”。 

 

 

 

 

 

 

 

 

教师：（线上教学总结） 

7.通过学习通后台的“统计“了解学生视频课任务点完成情况，督促未完

成同学完成，确保任务点完成率达百分之百。 

8.借助“学习通随堂测验“的”成绩统计“，了解学生知识点掌握情况。 

 

 

3．6.总结方

法，便于学

生 复 习 总

结。 

 

4、5.通过视

频课预习，

提前了解本

节课内容，

加深知识点

理解。 

 

7、8.通过预

习测验题的

扇 形 统 计

图，了解学

生的知识点

掌握情况，

使线下教学

更 有 针 对

性。 

 

 

 

线 

下 

教 

学 

过 

程 

导 

课 

提问学生：通过线上预习，有哪些收获？ 

1.化二次型为标准型的方法有哪些？ 

2.配方法的技巧 

3. 合同变换法的本质 

 

 

 

二次型中最简单的一种是只包含平方项的二次型 

22

22

2

11 nnxdxdxd  
.     

如何将二次型化为上面的标准形呢？ 

 

检验预习效

果 

 

 

 

 

提出问题，

引起学生的

学习兴趣。 

 

 

 

 

 

 

 

 

一、标准形 

定义 1：只包含平方项的二次型 

22

22

2

11 nnxdxdxd                              （1） 

称为标准形， 式（1）中
1 2, , , nd d d 里不等于零的数的个数等于标准形
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线 

 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

式（1）的秩，标准形式（1）的矩阵为对角矩阵

1

2

n

d

d

d

 
 
 
 
 
 

。 

注 1：数域 P 上任意一个二次型都可以经过数域 P 上的非退化线性替换

变成标准形。 

注 2：在数域 P 上任意一个对称矩阵在数域P 上都合同于一对角矩阵。 

二、化二次型为标准形的方法 

1. 配方法 

情形 1： 如果二次型式（5.1）含
ix 的平方项，就集中所有含

ix 的交叉项，

然后与
2

ix 配方，按下列公式 

2 2
2

2 4i i i

b b
ax bx a x

a a

 
    

 
                      （2） 

配成完全平方，式（2）中，a为二次型式（1）中
2

ix 的系数，b 为二次

型式（1）中所有含有
i

x 的交叉项提出
i

x 后的和，之后做非退化线性替换： 

1 1

1 1

1 1

2

i i

i i

i i

n n

y x

y x

b
y x

a

y x

y x

 

 




 



 





 

，即：

1 1

1 1

1 1

2

i i

i i

i i

n n

x y

x y

b
x y

a

x y

x y

 

 




 



 





 

 ， 

就 将 n 元 二 次 型 式 （ 1 ） 化 成 一 个 平 方 项 加 上 一 个 关 于

1 1 1, , , , ,i i ny y y y  的 1n  元二次型，如果这个 1n  元二次型有平

方项，重复上述过程，就将其化成一个平方项加上一个 2n  元二次型，

否则转情形 2。 

情形 2：如果二次型式（1）不含平方项，设 )(0 jiaij  ，则可先作非退

化线性替换： 

( 1, 2, , ; , )

i i j

j i j

k k

x y y

x y y

x y k n k i j

 


 


  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

“抽丝剥

茧”形象描

述此法 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

此例用合

同法 
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线 

 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

把 n 元二次型式（1）化成一个含平方项
2

iy 的二次型，再转到情形 1，如

此下去有限步后就将二次型式（1）用非退化线性替换化为标准形。 

2. 合同变换法： 

第一步：写出二次型式（1）的矩阵 A ，并构造 nn2 矩阵
n

A

E

 
  
 

； 

第二步：对
n

A

E

 
  
 

施行初等列变换并对 A 施行同样的初等行变换，把 A 化

为对角矩阵 D，
nE 化为可逆矩阵C ，此时 C AC = D 。 

第三步：写出非退化线性替换 X = CY 化二次型为标准形 f Y DY 。 

 

例 1：求一个非退化线性替换，将 3 元二次型
1 2 1 3 2 32 2 4f x x x x x x   化

成标准形。 

解： 二次型 f 的矩阵为

0 1 1

1 0 2

1 2 0

 
 

 
 
  

A 。 

2 1

2 1
3

0 1 1 2 1 1

1 0 2 1 0 2

1 2 0 1 2 0

1 0 0 1 0 0

0 1 0 1 1 0

0 0 1 0 0 1

   
   

 
   
       

       
    
   
      
   

A

E
第 列加到第 列

第 行加到第 行
 

1
2

2
1

3
3 32

1 2 3 3
1 2

2
1

2

2 0 0
2 0 0

1 3
10

0 02 2
2

3 1
0 0 40

2 2
1

1 1 1 2
1 2

2 2
1

1 1 1 1
1 2

2 2
0 0 1

0 0 1

 
  
      
  
   
        
  
  
  
    

 

第1列的- 倍加到第 列

第1列的 倍加到第 列
第2列的- 倍加到第 列

第 行的- 倍加到第 行第 行的- 倍加到第 行

第1行的 倍加到第3行

 

 

 

注：当二次

型的矩阵主

对角线元素

都为零时，

不能采用换

列和换行的

方法将主对

角线上第一

个元素化为

非零元，而

应该在第一

步采用将其

它某列和相

应的行分别

加 到 第 一

列、第一行

的方法，例

如该例就是

在第一步中

将二次型 f

的矩阵 A 的

第 2 列加到

第 1 列，第

2 行加到第

1行。 

 

 

 

行变再做

相 同 的 列

变,体现”

对称美” 
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线 

 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

设

1
1 2

2

1
1 1

2

0 0 1

 
 

 
  
 
 
 
 
 

C ，

2

1

2

4

 
 
  
 
 
 

D ，则 C 是可逆矩阵，且

 C AC D 。 

令 X CY ，即： 

1 1 2 3

2 1 2 3

3 3

1
2

2

1

2

x y y y

x y y y

x y


  




  






                            （1） 

式（1）是一个非退化线性替换，将其代入原二次型可得其标准形： 

2 2 2

1 2 3

1
( ) ( ) ( ) 2 4

2
f y y y          X AX CY A CY Y C AC Y Y DY  

 

例 2 ：  用 非 退 化 线 性 替 换 化 3 元 二 次 型

2 2 2

1 1 2 2 2 3 32 3 2 2f x x x x x x x     为标准形。 

解： 

1

2 2 2

1 1 2 2 2 3 3

3

2 3 2 2

x

f x x x x x x x    

这是一个含有平方项的 元二次型,将其按 进行配方

 

 

 
1 2

2 2 2

1 2 1 2 2 3 3

2 2 2

1 2 2 2 3 3

2

= 2 3 2 2

= 2 2 2

x x

x x x x x x x

x x x x x x

   

   

这是一个不含 的 元二次型，它有平方项，将其按 进行配方这是一个平方项

 

    
2 2 2

1 2 2 3 2 3= 2 2 2x x x x x x     

 
2

2 2

1 2 2 3 3

1

1 3
2

2 2
x x x x x

 
     

 
这是一个 元二次型

这是一个平方项

 

由于上面依次按
1 2,x x 进行配方，因此令： 

 

 

此例用配

方法。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

秩不变体

现形变质不

变的哲学思

想 



  

14 
 

1 1 2

2 2 3

3 3

1

2

y x x

y x x

y x

 



 




，即

1 1 2 3

2 2 3

3 3

1

2

1

2

x y y y

x y y

x y


  




 






 

为所用的非退化线性替换，将其代入原二次型可得其标准形：

2 2 2

1 2 3

3
2

2
f y y y   。 

新 

 

知 

 

扩 

 

展 

 

同一个二次型化标准形是否唯一呢？ 拓展学生思

维 

 

 

 

小 

 

结 

     配方法与合同法是化二次型为标准形的两种重要方法，总结两种方

法的技巧和本质。 

 

 

 

 

思 

考 

与 

练 

习 

化三元二次型
1 2 1 3 2 32 2 6f x x x x x x   为标准形，并求所用的非退化线

性替换的系数矩阵C 。 

解：因为 f 中不含有平方项，所以令： 

1 1 2

2 1 2

3 3

x y y

x y y

x y

 


 
 

 

即： 

1 1

2 1 2

3 3

x y

x y

x y

   
   

   
   
   

C ，
1

1 1 0

1 1 0

0 0 1

 
 

 
 
 
 

C  

代入 f 中，得： 

 

 

巩固复习 
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      
1 2 1 3 2 3

1 2 1 2 1 2 3 1 2 3

2 2

1 2 1 3 2 3

2 2 6

2 2 6

2 2 4 8

f x x x x x x

y y y y y y y y y y

y y y y y y

  

      

   

 

再配方： 

               

 

   

    

    
   

2 2

1 1 3 2 2 3

2 2 2

1 3 2 3 2 3

2 2 2

1 3 2 2 3 3

2 2 2

1 3 2 3 3

2 2 2

1 3 2 3 3

2 4 2 8

2 2 2 8

2 2 8 2

2 2 2 6

2 2 2 6

f y y y y y y

y y y y y y

y y y y y y

y y y y y

y y y y y

   

     

     

     

    

 

令：
1 1 3

2 2 3

3 3

2

z y y

z y y

z y

 


 
 

，即 
1 1 3

2 2 3

3 3

2

y z z

y z z
y z

 


 


，亦即

1 1

2 2 2

3 3

y z

y z

y z

   
   

   
   
   

C ，

2

1 0 1

0 1 2

0 0 1

 
 


 
 
 

C  

则二次型 f 化成标准形
2 2 2

1 2 32 2 6f z z z   ，所用的非退化线性替换

的系数矩阵为： 

1 2

1 1 0 1 0 1 1 1 3

1 1 0 0 1 2 1 1 1

0 0 1 0 0 1 0 0 1

    
    

         
    
    

C C C  

 

 

此题在学习

通自制微课

“化二次型

为标准型的

方法总结微

课”中有讲

解，线上线

下融合，促

进理解。 

 

 

 

作 

业 

P233 1 (I) 1)  2) P234 2 - 4 巩固所学 

阅 

读 

文 

献 

1.张禾瑞，郝炳新编：《高等代数》，高等教育出版社。 

2.王萼芳：《高等代数》，高等教育出版社。 

3.田孝贵等：《高等代数》，高等教育出版社 

多角度学习

触类旁通 

 

教 

学 

反 

思 

   1.线上视频课的此部分内容讲授的合同变换法与线下讲授的方法不

同，但殊途同归，发现有些学生对此异同产生了困惑与混淆。 

应对办法：线下教学对这个问题要给学生解释清楚。 

  2.学习通讨论区有关概念性问题的答复较为活跃，但是对于思考性问

题却不活跃。   应对办法：在微信群、线下课堂点名表扬讨论问题积极

的学生，以带动更多学生参与讨论。 
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授课题目 
§5.3  唯一性  

教学时数 3 学时 

线上预习

目标 

1.了解规范型的定义 

2.了解不同数域上规范型。 

3.理解惯性定律 

 

教学目标 

熟练掌握实数域与复数域上化二次型为规范形 

理解同一数域上化二次型为规范型的唯一性； 

提高解题的逻辑思维能力。 

思政目标 1. 理解唯一性体现”形变质不变”的哲学思想 

2. 理解实规范型和复规范型的不同体现”具体问题具体分析” 的哲学思想 

教学重点 二次型的秩、实二次型的规范形、复二次型的规范形。 

教学难点 实数域与复数域上化二次型为规范形及其规范性的唯一性。 

教学方法 线上线下混合式教学（1.2 学时

+1.8 学时） 

线上（1.2 学时） 

（1） 预习学银在线视频课 

（2）线上随堂练习或线上预习测

试 

（3）完成作业后，学习学习通的

作业题微课（自制） 

线下（1.8 学时）：讨论式（师生讨

论）、引导式、示范启发式 

 

 

 

 

 

 

 

教学手段 线上线下混合式教学 

（线上学银在线预习微课+ 

线上自制知识点总结微课+ 

线上自制习题讲解微课+ 

线下多媒体教学） 

 



  

17 
 

教学过程 设计意图 

线 

上 

教 

学 

过 

程 

教师：（线上教学准备） 

1.学习通“通知”发布学生预习的“学银在线视频课”的内容及预习后回

答的问题。 

问题 1：规范型的定义 

问题 2：唯一性的含义 

问题 3：惯性定律的内容 

 

2.为学生编写、设计、发布学习通-活动-随堂测验的预习测验题。 

 

 

 

学生：（线上学习内容） 

3. 学生学习通预习学银在线本节课的视频课。 

并在学习通讨论区提问不懂的地方，师生共同讨论 

 

4.学生学习通-活动-随堂练习，完成本节课预习测验题。 

 

 

 

 

教师：（线上教学总结） 

5. 通过学习通后台的“统计“了解学生视频课任务点完成情况，督促未

完成同学完成，确保任务点完成率达百分之百。 

 

6.借助“学习通随堂测验“的”成绩统计“，了解学生知识点掌握情况。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.学生带着

问题学习视

频课，使学

生 把 握 重

点，有的放

矢，提高预

习效果 

2.检验预习

效果 

 

 

3、4.通过视

频课预习，

提前了解本

节课内容，

加深知识点

理解。 

 

5、6.通过预

习测验题的

扇 形 统 计

图，了解学

生的知识点

掌握情况，

使线下教学

更 有 针 对

性。 
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线 

下 

课 

程 

导 

入 

提问学生：通过线上预习，有哪些收获？ 

1.二次型的规范型的定义？ 

2.怎样理解“唯一性“ 

3. 惯性定律的内容 

 

    经过非退化线性替换，二次型的矩阵变成一个与之合同的矩阵.合同

的矩阵有相同的秩，这就是说，经过非退化线性替换后，二次型矩阵的秩

是不变的.标准形的矩阵是对角矩阵，而对角矩阵的秩就等于它对角线上

不为零的平方项的个数.因之，在一个二次型的标准形中，系数不为零的

平方项的个数是唯一确定的，与所作的非退化线性替换无关，二次型矩阵 

的秩有时就称为二次型的秩. 

至于标准形中的系数，就不是唯一确定的.在一般数域内，二次型的标准

形不是唯一的，而与所作的非退化线性替换有关. 

 

 

 

 

 

结合旧知，

引出新知。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

线 

 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

 

课 

 

 

 

一、实、复二次型的规范形 

1.复二次型规范形的定义 

设
1 2( , , , )nf x x x 是一个复二次型，经过一适当的复数域上的非退

化线性替换后，
1 2( , , , )nf x x x 变成标准形： 

ridydydyd irr ,,2,1,0,22

22

2

11  
.           （1） 

r 是 ),,,( 21 nxxxf  的秩，再作复数域上一非退化线性替换： 

1 1

1

1 1

1

1
r r

r

r r

n n

y z
d

y z
d

y z

y z

 







 

 


 

， 

式（1）就变成 

强调同一

个二次型在

不同数域上

的规范型的

不同。(体

现”具体问

题 具 体 分

析” 的哲

学思想) 
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线 

 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

              
22

2

2

1 rzzz      ，                       （2） 

式（2）就称为复二次型
1 2( , , , )nf x x x 的规范形，它完全被复二次型

1 2( , , , )nf x x x 的秩所确定。 

2.实二次型规范形的定义 

设 ),,,( 21 nxxxf  是一实二次型，经过某一实数域上的非退化线性

替换，可使 ),,,( 21 nxxxf  变成标准形 

,
22

11

22

22

2

11 rrpppp ydydydydyd               （3） 

式（3）中的 0, 1,2, ,id i r  ，而 r 是 ),,,( 21 nxxxf  的秩。 再作

实数域上一非退化线性替换： 

 

1 1

1

1 1

1

1
r r

r

r r

n n

y z
d

y z
d

y z

y z

 







 

 


 

 

式（3）就变成 

22

1

22

2

2

1 rpp zzzzz                      （4） 

式（4）称为实二次型 ),,,( 21 nxxxf  的规范形。规范形式（4）完全被 pr,

这两个数所决定， ,p r p 与   2p r p p r    分别叫做实二次型

),,,( 21 nxxxf  的正、负惯性指数与符号差。 

3.唯一性 

任一复二次型经过一适当的复数域上的非退化线性替换可以变成规

范形，且规范形是唯一的，由原复二次型的秩唯一确定；任一实二次型，

经过一适当的实数域上的非退化线性替换可以变成规范形，且规范形是唯

一的（后者称为惯性定理）。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

思政： 

一个二次

型不同形式

的标准型有

统一的规范

型体现”形

变质不变”
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4.复数域与实数域上的矩阵合同的充分必要条件   

1） 任一复数对称矩阵合同于一个形式为
r 

 
 

E

O
的对角矩阵， r 为该

复数对称矩阵的秩，且 r 可以为零，从而有两个复数对称矩阵在复数

域上合同的充分必要条件是它们的秩相等，因此两个复二次型等价当

且仅当它们的规范型相同，当且仅当它们的秩相同。 

2）任一实对称矩阵 A 都合同于一个下述形式的对角矩阵： 

p

r p

 
 

 
 
 

E O O

O E O

O O O

                         （5） 

矩阵式（5）的主对角线上 1 的个数 p 及 1 的个数 pr  （ r 等于 A 的秩）

都是唯一确定的，分别称为实对称矩阵 A 及实二次型 X AX 的正、负惯

性指数， 它们的差 rp 2 称为 A 及 X AX 的符号差。两个实对称阵在

实数域上合同当且仅当它们有相同的秩和正惯性指数，两个实二次型等价

当且仅当它们的秩相等，而且正惯性指数也相同。 

3）任何一个n 级可逆复对称矩阵必合同于以下形式的矩阵之一： 

 2
r

r

n r
 

 
 

O E

E O
，  2 1

1

r

r n r

 
 

 
 
 
 

O E O

E O O

O O

 

4）任何一个n 阶可逆实对称矩阵必合同于以下形式的矩阵之一： 

2

r

r

n r

 
 
 
 
 

O E O

E O O

O O E

，

2

r

r

n r

 
 
 
  

O E O

E O O

O O E

 

的哲学思想 

新 

 

知 

 

扩 

 

展 

 

线上视频课有课外拓展内容。 培养学生的

逻辑思维能

力 

小 

 

 

结 

    实数域与复数域上的二次型化为规范形的方法，理解唯一性。复数域

与实数域上的矩阵合同的充分必要条件。 
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思 

考 

与 

练 

习 

  惯性定律的证明技巧 
对于本节课

的教学重点

是否掌握牢

固. 

 

 

 

作 

业 

 

 

P233 1(II) 1) 2) 

巩固所学 

阅 

读 

文 

献 

1.张禾瑞，郝炳新编：《高等代数》，高等教育出版社。 

2.王萼芳：《高等代数》，高等教育出版社。 

3.田孝贵等：《高等代数》，高等教育出版社 

多角度学习

触类旁通 

 

教 

学 

反 

思 

1. 学生对惯性定律的证明问题较大，不理解证明方法。 

应对办法：晚上钉钉开直播，重新讲解该定理的证明。 

2. 通过学习通后台的统计，发现个别学生存在拖拽视频、倍速听课问题，

不按时完成视频预习的问题。 

应对办法：设置禁止拖拽；微信群里表扬按时完成视频学习的同学，

并点名督促未完成学生。 
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题目 
§5.4  正定二次型  

教学时数 5 学时 

线上预习

目标 

1. 了解正定二次型的定义。 

2. 了解正定二次型、半正定二次型的区别 

3. 了解一些正定二次型的等价条件 

 

教学目标 

掌握正定二次型及其性质； 

熟练掌握正定性以及与正定性平行的几个类型的判别； 

提高学生解决问题的逻辑思维能力。 

思政目标 用”正定性”类比”正能量”,激励学生树立正确的人生观、价值观 

教学重点 正定二次型及其性质、正定性的判别、与正定二次型平行的几个类型。 

教学难点 正定性以及与正定性平行的几个类型的判别。 

教学方法 线上线下混合式教学（2学时+3学

时） 

线上（2学时） 

（1）预习学银在线视频课 

（2）随堂练习或预习练习 

（3）钉钉直播 

（4）学习学习通第五章思政总结

微课（自制） 

线下（3学时） 

讨论式（师生讨论）、引导式、示

范启发式 

 

教学手段 线上线下混合式教学 

（线上学银在线预习微课+ 

线上自制知识点总结微课+ 

线上自制习题讲解微课+ 

线下多媒体教学） 

 

教学过程 设计意图 

线 

上 

教 

学 

教师：（线上教学准备） 

1.学习通“通知”发布学生预习的“学银在线视频课”的内容及预习后回

答的问题。 

问题 1：正定性的定义 

问题 2：正定二次型与正定矩阵的判定方法 

 

 

1.学生带着

问题学习视

频课，使学

生 把 握 重

点，有的放

矢，提高预

习效果 
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过 

程 

2.为学生编写、设计、发布学习通-活动-随堂测验的预习测验题。 

3.学习通-测验布置本章测验题，并设置考试时间、学生互评。 

4.结合第 5 章知识点总结，录制第 5 章思政元素微课，设为任务点。 

 

学生：（线上学习内容） 

5. 学生学习通预习学银在线本节课的视频课 

并在学习通讨论区提问不懂的地方，师生共同讨论 

6.学生学习通-活动-随堂练习，完成本节课预习测验题 

 

 

 

 

教师：（线上教学总结） 

7.通过学习通后台的“统计”了解学生视频课任务点完成情况，督促未完

成同学完成，确保任务点完成率达百分之百。 

8.借助“学习通随堂测”的“成绩统计”，了解学生知识点掌握情况。 

 

 

2.检验预习

效果 

 

 

3.线上测试

检验本章学

习效果，节

省课下学时 

 

4.总结本章

分散的思政

元素，加大

立德树人的

效果，实现

立德树人的

目标 

 

 

 

7.8.通过预

习测验题的

扇 形 统 计

图，了解学

生的知识点

掌握情况，

使线下教学

更 有 针 对

性。 

 

 

线 

下 

课 

程 

导 

入 

    提问学生：通过线上预习，有哪些收获？ 

1.正定二次型的定义 

2.正定性的分类 

3.正定二次型的判定方法 

 

 

是否存在二次型，函数值恒正呢？ 

 

检验线上预

习效果 

 

 

 

提出问题，

引出新课，

引起兴趣。 

 

 

 

 

 

一、定义 

定义 1：设 ),,,( 21 nxxxf  是一实二次型，如果对于任意一组不全为

零的实数 nccc ,,, 21  都有 0),,,( 21 ncccf  ，就称 ),,,( 21 nxxxf  为
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线 

 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

正定的；如果都有 0),,,( 21 ncccf  ，那么 ),,,( 21 nxxxf  称为负定的；

如果都有 0),,,( 21 ncccf  ，那么 ),,,( 21 nxxxf  称为半正定的；如果

都有 0),,,( 21 ncccf  ，那么 ),,,( 21 nxxxf  称为半负定的；如果实二

次型 ),,,( 21 nxxxf  既不是半正定又不是半负定，那么它就称为不定的。 

实对称阵 A 称为正定的、负定的、半正定的、半负定的，如果实二

次型 X AX 是正定的、负定的、半正定的、半负定的。 

定义 2：子式 

),,2,1(

21

22221

11211

ni

aaa

aaa

aaa

P

iiii

i

i

i 









  

称为矩阵 nnij)a(A  的顺序主子式。 

 

注：

11 1

1

1) (1,2, , )
k

k k

k kk

a a
A k R

a a


 
  
 
   

称为 A为第 k 阶顺序主子矩阵; 

11 1

1

2) det (1,2, , )
k

k

k kk

a a
P A k

a a
 

 

称为 A 的第 k 阶顺序主子式. 

（3） 

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

k

k

k k k k

i i i i i i

i i i i i i
k

i i i i i i

a a a

a a a
Q

a a a



       

 

称为 A 的一个 k 阶主子式. 

思政： 

讲授此定

义时用”正

定 性 ” 类

比 ” 正 能

量”,激励

学生树立正

确 的 人 生

观、价值观 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

引申定义，

加深理解 

 

 

 

 

 

 

。 

 

 即行指标

与列指标相

同的 k 阶子

式 



  

25 
 

 

 

 

 

线 

 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

定理 7  实二次型 

AXXxxaxxxf
n

i

n

j

jiijn


 1 1

21 ),,,(   

是正定的矩阵 A的顺序主子式全大于零。 

证：必要性.设 1 2
( , , , )

n
f x x x  正定，对每一个 (1 ),k k n   

令
1 2

1 1

( , , , )
k k

k k ij i j

i j

f x x x a x x
 


 

1

2
1 2

( , , , ) (1,2, , )
k

k

x
x

x x x A k

x

 
 

  
 
   

对任意一不全为零的数 1 2
, , , ,

k
c c c  有 

1 2 1 2
( , , , ) ( , , , ,0, ,0) 0

k k k
f c c c f c c c 

 

 

1 2
( , , , )

k n
f x x x 是正定的，从而 (1,2, , )A k 正定. 

det (1,2, , ) 0, 1,2, , .
k

P A k n   k  

充分性： 对 n作数学归纳法. 

 n＝1时，
2

11 11 11 1
0. ( )

i
a a f x a x    ，正定. 结论成立. 

假设对于 n－1元二次型结论成立，下证 n元的情形.  

设
( ) .

ij n n
A a 

令 

1
11 1, 1

2
1

1,1 1, 1
1,

,

n
n

n

n n n
n n

a
a a

a
A

a a
a




  


 
 

 
    

  
 

, =

则 

1

nn

A
A

a



 

   

 又 A 的顺序主子式全大于零，所以 A1 的顺序主子式也全大于零. 

由归纳假设，A1 正定，即存在可逆矩阵 G，使 

 

 

 

 

 

 

此处证明

强 调 定 义

法，培养学

生的应用能

力 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

此处证明

讲解的数学

归纳法，培

养学生的逻

辑 思 维 能

力，并且讲

授中与多项

式一章的证

明相联系，

此类比体现

了事物普遍

联 系 的 观

点。 
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线 

 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 1
.

n
G A G E 
 

 

令
 1

0
,

0 1
G

C 
则

    11
1 1

0 0
0 1 0 11

n

nn

E GAG G
C AC

G a





            

再 令

1
2

,
0 1
n

E G
C


 

  
 

11 1
2 1 1 2

0
( )

1 0 1
nn n

nn

E GE E G
C C AC C

G aG
 


 

                  

1
0

0
n

nn

E
a GG 

 
      

再令 1 2
,

nn
C C C a a GG     ，则有 

1
0

0
n

E
C AC

a
    

   

两边取行列式，得
2

C A a 。 

 

又 A >0 ， 0a             

即 
1n

E
a

 
 
 为正对角矩阵. 

由判定充要条件 3).  知 A 正定，所以 X AX  正定. 

例  判定二次型 

323121

2

3

2

2

2

1321 xx4xx8xx4x5xx5)x,x,x(f   

是否正定。 

二、判别 

    设 A 是 n 级实对称矩阵。 

1）正定二次型（正定矩阵）的判别 

（1）实二次型 22

22

2

1121 ),,,( nnn xdxdxdxxxf   是正定的当且仅

当 

nidi ,,2,1,0  . 

证：充分性显然. 下证必要性，若 f 正定，取  

0
( )

(0, ,0, 1 ,0, ,0) , 1,2, ,
i

X i n 
 

则
2

0
( ) 0, 0, 1,2, ,

i i i
f X d x d i n     。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

思政： 

分块矩阵

的初等变换

方法与一般

的初等变换

方法体现了

“特殊与一

般”的辩证

关系 
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（2）实二次型 ( )f X X AX 是正定的当且仅当它的正惯性指数等于 n . 

证：设 1 2
( , , , )

n
f x x x 经非退化线性替换X CY  变成标准形  

2 2 2

1 2 1 1 2 2
( , , , )

n n n
f x x x d y d y d y     

由 1),  f 正定  0, 1,2, ,id i n  。 

实二次型 ( )f X X AX 是正定的当且仅当它的正惯性指数等于n . 

（2） A 是正定的当且仅当 A 与单位矩阵
nE 在R 上合同。 

证：正定二次型的规范形为 
2 2 2

1 2 n
z z z Z EZ    。 

（4） A 是正定的当且仅当矩阵 A 的顺序主子式全大于零。 

（5） A 是正定的当且仅当有实可逆矩阵C ，使得 A = C C 。 

证： A 与 E 合同,即存在可逆矩阵 C 使A C EC C C   。 

（6）实对称矩阵 A 正定A 与任一正对角矩阵合同.  

若 

1

2 , 0, 1,2, ,
i

n

d
d

D d i n

d

 
 

   
 
   

为任一正对角矩阵，则 

1 1

2 2

1
1

1
n n

d d

d d
D

d d

   
    
 

   
 

    
    
     

即 D 与 E 合同. 

 

 

注：非退化线性替换不改变矩阵的正定性。 

证明：设正定二次型 1 2( , , , )nf x x x X AX 。经过非退化线性替

换  X ＝ CY 化 成 

1 2 1 2
( , , , ) ( ) ( , , , )

n n
f x x x Y C AC Y g y y y    

任取一组不全为零的数 1 2, , , ,nk k k
       

   令

1 1

2 2
0

, ,0 0Y Y

n n

k c
k c

X C

k c

   
   

     
   
     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

思政： 

非退化线

性替换不改

变矩阵的秩

体现了“形

变质不变”

的哲学思想 
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1 2 0 0 0 0 1 2
( , , , ) ( ) ( , , , )

n n
f c c c X AX Y C AC Y g k k k     

 

又由于 C可逆， 0Y 0 ，所以 0,X 0 即 1 2
, , ,

n
c c c 不全为 0， 

1 2 1 2
( , , , ) ( , , , ) 0

n n
g k k k f c c c  

 

1 2
( , , , )

n
g y y y 正定. 

反之，实二次型 1 2
( , , , )

n
g y y y 可经过非退化线性替换 

Y X
- 1= C 变到实二次型 1 2

( , , , ),
n

f x x x 同理，若 g  正定，则 f  正定. 

所以，非退化线性替换不改变二次型的正定性. 

 

 

2）负定二次型（负定矩阵）的判别 

 实二次型 X AX （实对称阵 A ）是负定的当且仅当实二次型

X AX （实对称阵 

A）是正定的。 

（1）实二次型 ),,,( 21 nxxxf  是负定的当且仅当它的负惯性指数等于

n 。 

（2）实二次型 22

22

2

1121 ),,,( nnn xdxdxdxxxf   是负定的当且仅

当 

0, 1,2, ,id i n  ； 

（3） A 是负定的当且仅当 A 与
nE 在R 上合同。 

（4） A 是负定的当且仅当矩阵 A 的奇数级顺序主子式都小于零，偶数

级顺序主子式都大于零。 

（5） A 是负定的当且仅当有实可逆矩阵C 使 A = C C 。 

（6） A 是负定的当且仅当矩阵 A 的特征值全是负的。 

3）半正定二次型（半正定矩阵）的判别 

（1）实二次型 ),,,( 21 nxxxf  是半正定的当且仅当它的正惯性指数与秩

相等。 

（2）实二次型 22

22

2

1121 ),,,( nnn xdxdxdxxxf   半正定当且仅当 

0, 1,2, ,id i n   

（3） A 是半正定的当且仅当 A 与矩阵 r 
 
 

E O

O O
在R 上合同，其中 r 为

 

此处取特

殊值法教学

更有利于培

养学生举一

反三 
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矩阵 A 的秩。 

（4） A 是半正定的当且仅当有 n n 实矩阵C ，使得 A = C C 。 

（5） A 是半正定的当且仅当矩阵 A 的特征值全大于等于零。 

4）半负定二次型（半负定矩阵）的判别 

实二次型 X AX （实对称矩阵 A ）是半负定的当且仅当实二次型

X AX （实对称矩阵A）是半正定的。 

（1）实二次型 ),,,( 21 nxxxf  是半负定的当且仅当它的负惯性指数与秩

相等。 

（2）实二次型 22

22

2

1121 ),,,( nnn xdxdxdxxxf   是半负定的当且

仅当 0, 1,2, ,id i n  。 

（3）A 是半负定的当且仅当 A 与矩阵 r 
 
 

E O

O O
在R 上合同，其中 r 为

矩阵 A 的秩。 

（4） A 是半负定的当且仅当有 n n 实矩阵C ，使得 A = C C ； 

（5） A 是半负定的当且仅当 A 的特征值全小于等于零。 

注：①  设 A 为正定矩阵，k 是正实数，m 是正整数，则 1, , ,mk  
A A A A

也是正定矩阵； 

② 设 ,A B 为正定矩阵，则
 
 
 

A O

O B
也是正定矩阵。 

 

 

 

 

 

 

 

新 

 

知 

 

扩 

 

 

展 

 

 

 

 

1. A 是正定的当且仅当矩阵 A 的所有主子式全大于零。 

证明：若实对称矩阵 A 正定 ，则 A 的任意一个 k 阶主子式 

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

0.

k

k

k k k k

i i i i i i

i i i i i i
k

i i i i i i

a a a

a a a
Q

a a a

 

 

证：作二次型 

1 2

1 1

( , , , )
k s t s t

k k

i i i i i i i

s t

g x x x a x x
 


 

 

此方法的证

明与本节所

讲的定理证

明 方 法 类

似，培养学

生 学 以 致

用。 
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扩 

 

展 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1

2

1 2
( , , , )

k

k

i

i
i i i k

i

x

x
x x x Q

x

 
 

  
 
  

对任意一不全为零的数 1 2
, , ,

ki i i
c c c

  , 有 0 1 2
( , , , ) 0,

n
X c c c  

 

其中

, , 1,2, ,

0, , 1,2, ,
si s

j
s

c j i s k
c

j i s k

 
   

当
当  

由于 A 正定，有 1 2
( , , , )

n
f x x x X AX 正定，即有 0 0

0,X AX 
 

 

 

 

1 2 1 2
( , , , ) (0, ,0, ,0, , ,0, , ,0, ,0)

k ki i i i i i
g c c c f c c c

 

0 0
0X AX  。 

即， 1 2
( , , , )

ki i i
g x x x

是正定二次型，因此其矩阵的是正定二次型，因此

其矩阵的 0.
k

Q  2. A 是正定的当且仅当矩阵 A 的特征值全是正的。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

此处特殊值

的取法非常

具备普遍意

义，是值得

学习和注意

的技巧。 

 

 

 

 

 

 

 

小 

结 

 

本节介绍了正定二次型及其性质、正定性的判别、与正定二次型平行的几

个类型。 
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思 

考 

与 

练 

习 

思考：设 A是 n 级正定矩阵，则 0k 时， nAAkAA .,, *1 都是正定

矩阵. 

证明 由于 A正定，存在可逆矩阵C ，使 EACC  , 

ECAC   111 )( ,从而 1A 为正定矩阵. 

)0(0)(,0,0  kXkAXAXXRX n  

kA 正定。又 A正定， 0A  , 1A 正定,
1* 

 AAA 正定. 

kkk AAA ,0 对称 

当 km 2 时， kkkm EAAAA )(2  ,从而 mA 正定. 

当 12  km 时, )()(12 kkkm AAAAA    

所以 mA 与 A合同，因而 mA 正定. 

 

 

正定性的证

明方法总结 

作 

业 
P235 13-17 

巩固所学 

阅 

读 

文 

献 

1.张禾瑞，郝炳新编：《高等代数》，高等教育出版社 

2.王萼芳：《高等代数》，高等教育出版社 

3.田孝贵等：《高等代数》，高等教育出版社 

 

 

教 

学 

反 

思 

  1.学习通讨论区有学生对正定性、半正定的概率自行进行归类、统一 

应对办法：线上讨论区回复正解，线下课堂强调易错点。 

2.线上教学发挥了作用，否则传统课堂很难发现个别学生的错误认识。

线上学习氛围还要继续保持和加强，经过了三周的线上学习，学生已经形

成线上提问的习惯。 

  3.本节课由正定性引出的思政元素教学，获得了学生的认同，学生能够

自然接受。 

  4.章末测验采用的是线上测验，并且第二节课提交了纸质版，从测验答

题情况看，本章学习存在以下问题： 

 （1）合同变换法与一般的初等变换出现混淆。 

 （2）关于正定性的证明找不到思路。 

 （3）二次型的矩阵易忽略对称性要求。 

应对办法：（1）教学中要注重将相似概念讲清楚联系和区别。 

         （2）注重证明思路及方法讲解。 

         （3）加强概念性教学。 

 5.线上自制的第 5 章思政微课（自制）学生学习后，线上发起问卷调查， 

学生本章的思政部分教学较为认可和接受。 
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授课题目 §6.1  集合、映射 教学时数 2 学时 

线上预习

目标 

1. 理解单射、满射、双射的概念 

2. 理解集合间的关系 

教学目标 掌握集合、映射 1-1 对应及其与之相关的概念。 

掌握集合运算、映射运算的符号和性质。 

思政目标 集合论的数学史教育激励学生勇于探索 

教学重点 集合、映射的概念。 

教学难点 映射的判断。 

教学方法 线上线下混合式教学（0.8 学时

+1.2 学时） 

线上（0.8 学时） 

（1）预习学银在线视频课 

（2）线上随堂练习或线上预习测

试 

线下（1.2 学时）：讨论式（师生讨

论）、引导式、示范启发式 

 

 

教学手段 线上线下混合式教学 

（线上学银在线预习微课+ 

线上自制知识点总结微课+ 

线上自制习题讲解微课+ 

线下多媒体教学） 

 

教学过程 设计意图 

线 

上 

教 

学 

过 

程 

教师：（线上教学准备） 

1.学习通“通知”发布学生预习的“学银在线视频课”的内容及预习后回

答的问题。 

问题：单射、满射、双射的定义和判定 

 

2.为学生编写、设计、发布学习通-活动-随堂测验的预习测验题。 

 

 

学生：（线上学习内容） 

3. 学生学习通预习学银在线本节课的视频课 

并在学习通讨论区提问不懂的地方，师生共同讨论 

4.学生学习通-活动-随堂练习，完成本节课预习测验题 

 

1.学生带着

问题学习视

频课，使学

生 把 握 重

点，有的放

矢，提高预

习效果 

2.检验预习

效果 

 

 

3、4.通过视

频课预习，
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教师：（线上教学总结） 

5.通过学习通后台的“统计”了解学生视频课任务点完成情况，督促未

完成同学完成，确保任务点完成率达百分之百。 

6.借助“学习通随堂测验”的“成绩统计”，了解学生知识点掌握情况。 

 

 

提前了解本

节课内容，

加深知识点

理解。 

 

5、6.通过预

习测验题的

扇 形 统 计

图，了解学

生的知识点

掌握情况，

使线下教学

更 有 针 对

性。 

 

线 

下 

课 

程 

导 

入 

提问学生：通过线上预习，有哪些收获？ 

1.单射、满射、双射的定义 

2.判定 

 

 

  线性空间是高等代数研究的最基本而重要的内容，线性空间是从集合、

运算和规则抽象而成的概念。因此学习线性空间首先从集合入手。 

 

 

从学生熟悉

的集合和映

射入手，引

起学生学习

兴趣。 

 

 

 

 

线 

 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

一、集合 

集合是数学中最基本的概念之一，所谓集合就是指作为整体看的一

堆东西.组成集合的东西称为这个集合的元素.用 

Ma  

表示a 是集合M 的元素，读为： a 属于M .用 

Ma  

表示a 不是集合M 的元素，读为：a 不属于M . 

所谓给出一个集合就是规定这个集合是由哪些元素组成的.因此给出

一个集合的方式不外两种，一种是列举法：列举出它全部的元素，一种

是描述法：给出这个集合的元素所具有的特征性质. 

设M 是具有某些性质的全部元素所成的集合，就可写成 

 具有的性质aaM | . 

 

 

 

给 出 集 合

的定义和属

性，让学生

理解合集合

的本质，为

后面讲解线

性空间的定

义作准备。 
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不包含任何元素的集合称为空集，记作 . 

如果两个集合 M 与 N 含有完全相同的元素，即 Ma 当且仅当

Na ，那么它们就称为相等，记为 NM  . 

如果集合 M 的元素全是集合 N 的元素，即由 Ma 可以推出

Na ，那么M 就称为 N 的子集合，记为 NM  或 MN  . 

两个集合M 和 N 如果同时满足 NM  和 MN  .，则M 和 N 相

等. 

设M 和 N 是两个集合，既属于M 又属于 N 的全体元素所成的集合

称为M 与 N 的交，记为 NM  . 

属于集合M 或者属于集合 N 的全体元素所成的集合称为 M 与 N

的并，记为 NM  . 

二、映射 

设M 和M 是两个集合，所谓集合M 到集合M 的一个映射就是指

一个法则，它使M 中每一个元素a 都有M 中一个确定的元素 a与之对

应.如果映射 使元素 Ma  与元素 Ma 对应，那么就记为 

aa )( , 

a就为a 在映射 下的像，而a 称为 a在映射 下的一个原像. 

M 到M 自身的映射，有时也称为M 到自身的变换. 

关于M 到M 的映射 应注意： 

1）M 与M 可以相同，也可以不同； 

2）对于M 中每个元素 a ，需要有M 中一个唯一确定的元素 a与

它对应； 

3）一般，M 中元素不一定都是M 中元素的像； 

4）M 中不相同元素的像可能相同； 

5）两个集合之间可以建立多个映射. 

集合M 到集合M 的两个映射 及 ，若对M 的每个元素 a 都有

)()( aa   则称它们相等，记作   .. 

例 1 M 是全体整数的集合，M 是全体偶数的集合，定义 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

给 出 映 射

的定义和属

性，让学生

理解映射的

本质，为后

面讲解双射

的定义作准

备。 
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Mnnn  ,2)( , 

这是M 到M 的一个映射. 

例 2 M 是数域P 上全体n 级矩阵的集合，定义 

MAAA  ,||)(1 . 

这是M 到 P 的一个映射. 

例 3 M 是数域P 上全体n 级矩阵的集合，定义 

PaaEa  ,)(2 . 

E 是 n 级单位矩阵，这是P 到M 的一个映射. 

例 4 对于 ][)( xPxf  ,定义 

)())(( xfxf   

这是 ][xP 到自身的一个映射. 

例 5 设M ，M 是两个非空的集合，
0a 是M 中一个固定的元素，

定义 

Maaa  ,)( 0 . 

这是M 到M 的一个映射. 

例 6 设M 是一个集合，定义 

Maaa  ,)( . 

即 把M 的每个元素都映到它自身，称为集合M 的恒等映射或单位映

射，记为 M1 . 

对于映射可以定义乘法,设 及 分别是集合M 到M ，M 到M 

的映射，乘积 定义为 

Maaa  ,))(())((  , 

即相继施行 和 的结果， 是M 到M 的一个映射. 

对于集合集合M 到M 的任何一个映射 显然都有 

  MM 11 . 

 

 

 

此 部 分 与

中学数学联

系紧密，采

用“学生讲

授式”。 
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映射的乘法适合结合律 .设  ,, 分别是集合 M 到 M ， M 到

M ，M 到M  的映射，映射乘法的结合律就是 

)()(   . 

设 是集合M 到M 的一个映射，用 

)(M  

代表M 在映射 下像的全体，称为M 在映射 下的像集合.显然 

MM )( . 

如果 MM )( ，映射 称为映上的或满射. 

如果在映射 下，M 中不同元素的像也一定不同，即由 21 aa  一

定有 )()( 21 aa   ,那么映射 就称为 11 的或单射. 

一个映射如果既是单射又是满射就称 11 对应或双射. 

 

 

 

 

新 

 

知 

 

扩 

 

展 

 

双射 

对于M 到M 的双射 可以自然地定义它的逆映射，记为
1 .因为 为

满射，所以M 中每个元素都有原像，又因为 是单射，所以每个元素

只有一个原像，定义 

aaaa  )(,)(1  当 . 

显然，
1 是M 到M 的一个双射，并且 

MM 

  1,1 11  . 

如果  , 分别是M 到M ，M 到M 的双射，那么乘积 就是M 到

M 的一个双射. 

 

 

 

给 出 双 射

的定义和属

性，让学生

理解双射的

本质，为后

面讲解线性

变换的定义

作准备。 

 

 

小 

 

 

结 

 

 

本节主要讲述集合与映射的相关概念及性质。 
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思 

考 

与 

练 

习 

 

任意一个定义在全体实数上的函数 

)(xfy   

都是实数集合到自身的映射，因此函数可以认为是映射的一个特殊情形. 

 

 

此 题 加 深

学生对映射

的理解。一

个代数运算

只是一个特

殊的映射。 

 

 

作 

业 

 

 

P268  

1、2。 

 

巩固所学 

阅 

读 

文 

献 

1.张禾瑞，郝炳新编：《高等代数》，高等教育出版社。 

2.王萼芳：《高等代数》，高等教育出版社。 

3.田孝贵等：《高等代数》，高等教育出版社。 

 

 

教 

学 

反 

思 

1. 通过提问发现学生对定义的本质认识不够 

应对办法：通过多举例加深理解 

2. 教学方法可改进为：本节课可完全采用线上视频课教学，线下采用

提问式、讨论式，提高学生的自主学习能力。 
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授课题目 §6.2 线性空间的定义与简单性质 教学时数 2 学时 

线上预习

目标 

1. 记住线性空间定义的“2+8”条 

2. 了解线性空间的特殊元素 

教学目标 深刻理解线性空间的定义，熟记线性空间的简单性质。 

思政目标 1. 向量、线性空间的数学史教育培养学生追根溯源的学习态度 

2. 用亚里士多德、牛顿、莱布尼茨等科学家的伟大成就激励学生勇于探索 

3. 用线性空间的零元类比“螺丝钉”精神，培养集体主义精神 

4. 培养严谨的科学精神 

教学重点 线性空间的概念、性质。 

教学难点 线性空间的定义及判别。 

教学方法 线上线下混合式教学（0.8 学时

+1.2 学时） 

线上（0.8 学时） 

（1）预习学银在线视频课 

（2）线上随堂练习或线上预习测

试 

（3）完成作业后，学习学习通的 3

题作业题微课（自制） 

线下（1.2 学时）：讨论式（师生讨

论）、引导式、示范启发式 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

教学手段 线上线下混合式教学 

（线上学银在线预习微课+ 

线上自制知识点总结微课+ 

线上自制习题讲解微课+ 

线下多媒体教学） 
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教学过程 设计意图 

 

 

 

 

线 

 

上 

 

教 

 

学 

 

过 

 

程 

教师：（线上教学准备） 

1.学习通“通知”发布学生预习的“学银在线视频课”的内容及预习后回

答的问题。 

问题 1：线性空间的定义“2+8”条 

问题 2：线性空间的零元和单位元的定义 

 

2.为学生编写、设计、发布学习通-活动-随堂测验的预习测验题。 

3.录制线性空间发展史微课，并上传学习通 

4. 录制书后 3 题作业微课，并上传学习通 

 

学生：（线上学习内容） 

5. 学生学习通预习学银在线本节课的视频课 

并在学习通讨论区提问不懂的地方，师生共同讨论 

6.学生学习通-活动-随堂练习，完成本节课预习测验题 

课后学习学习通 3 题作业微课（自制） 

 

 

 

 

教师：（线上教学总结） 

7.通过学习通后台的“统计“了解学生视频课任务点完成情况，督促未

完成同学完成，确保任务点完成率达百分之百。 

8.借助“学习通随堂测验”的“成绩统计”，了解学生知识点掌握情况。 

 

 

1.学生带着

问题学习视

频课，使学

生 把 握 重

点，有的放

矢，提高预

习效果 

2.检验预习

效果 

3.用数学史

对学生思政

教育 

4. 重 点 内

容，计算繁

琐，适合录

成微课反复

学习 

 

5、6.通过视

频课预习，

提前了解本

节课内容，

加深知识点

理解。 

 

7、8.通过预

习测验题的

扇 形 统 计

图，了解学

生的知识点

掌握情况，

使线下教学

更 有 针 对

性。 
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线 

下 

课 

程 

导 

入 

提问学生：通过线上预习，有哪些收获？ 

1. 线性空间定义的“2+8”条 

2. 线性空间的特殊元素有哪些？ 

 

公理化方法是一种重要的数学思想方法，数学的严密化就是通过各个

分支的公理化来完成的。公理化方法是从原始概念和公理（不证自明的

命题）出发，按照一定的逻辑推理规则，定义出其他所有派生的概念推

导出其他所有定理的一种演绎方法。而线性空间的定义就是采用公理形

式进行描述。 

检验预习效

果 

思政: 

给 同 学

拓展公理化

方 法 的 介

绍，并介绍

向量和线性

空间的发展

史，用数学

家的故事激

励学生用于

探索，热爱

数学。 

 

线 

 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

一、线性空间的定义. 

例 1   在解析几何里,讨论过三维空间中的向量.向量的基本属性是

可以按平行四边形规律相加，也可以与实数作数量算法.不少几何和力学

对象的性质是可以通过向量的这两种运算来描述的. 

10 按平行四边形法则所定义的向量的加法是 V3的一个运算; 

20 解析几何中规定的实数与向量的乘法是 R×V3 到 V3 的一个运算. 

30 由知道, 空间上向量的上述两种运算满足八条运算规律. 

例 2. 数域 P 上一切矩阵所成的集合对于矩阵的加法和数与矩阵的

乘法满足上述规律. 

定义 1 令V 是一个非空集合， P 是一个数域.在集合V 的元素之间

定义了一种代数运算，叫做加法；这就是说给出了一个法则，.对于V 中

任意两个向量 与  ,在V 中都有唯一的一个元素 与它们对应,称为

与  的和,记为   .在数域 P 与集合V 的元素之间还定义了一种

运算，叫做数量乘法；这就是说，对于数域P 中任一个数 k 与V 中任一

个元素 ,在V 中都有唯一的一个元素 与它们对应,称为 k 与 的数量

 

 

 

有 许 多 不

同形式的对

象，但是有

一些共同的

特点，将它

们抽象到一

起，就得到

线性空间的

定义。通过

公理化的方

法，给出线

性空间的定

义。 
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线 

 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

乘积,记为  k .如果加法与数量乘法满足下述规则，那么V 称为数域

P 上的线性空间. 

加法满足下面四条规则：: 

1)   ； 

2) )()(   ； 

3) 在V 中有一个元素 0, V ,都有   0 （具有这个性质

的元素 0 称为V 的零元素）； 

4) 0,,   stVV (  称为 的负元

素). 

数量乘法满足下面两条规则： 

5)  1 ; 

6)  )()( kllk  ; 

数量乘法与加法满足下面两条规则： 

7)  lklk  )( ; 

8) ;(  kkk  ）  

在以上规则中， lk , 等表示数域 P 中任意数；  ,, 等表示集合V 中任

意元素. 

    例 3 数域P 上一元多项式环 ][xP ,按通常的多项式加法和数与多项

式的乘法，构成一个数域P 上的线性空间.如果只考虑其中次数小于n 的

多项式，再添上零多项式也构成数域 P 上的一个线性空间，用 nxP ][ 表

示. 

例 4 元素属于数域P 的 nm  矩阵，按矩阵的加法和数与矩阵的数

量乘法，构成数域P 上的一个线性空间，用
nmP 
表示. 

例 5 全体实函数，按函数加法和数与函数的数量乘法，构成一个实

数域上的线性空间. 

例 6 数域P 按照本身的加法与乘法，即构成一个自身上的线性空间. 

 

 

 

 

 

 

思政： 

零 元 类 比

“螺丝钉”

精神，培养

集体主义精

神 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

线 性 空 间

是一个抽象

的集合，越

抽象包含的

例子越多。

让学生从例

子里体会线

性空间的内
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线 

 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 7  以下集合对于所指定的运算是否作成实数域R 上的线性空间: 

1) 平面上全体向量所作成的集合V ,对于通常向量的加法和如下定

义的纯量乘法: 

VRaa   ,,0 . 

2) R 上 n 次多项式的全体所作成的集合W 对于多项式的加法和数

与多项式的乘法. 

例 8 设V 是正实数集, R 为实数域.规定 

  (即 与  的积), a ⊙ =
a (即 的 a 次幂), 

其中 RaV  ,, .则V 对于加法⊕和数乘⊙作成R 上的线性空间. 

例 9  设[a,b]是实数轴上的一个闭区间，[a,b]上的连续函数全体记

作 C[a,b]．从数学分析课程知道，[a,b]上的两个连续函数的和仍是连续

函数，实数 k与连续函数 f的纯量乘积 kf 也是连续函数．因此，C[a,b]

是实数域上的一个向量空间． 

例 10  类似于例 9，区间[a,b]上所有 n 次可微函数(1 阶，2阶，…，

n 阶导数存在的函数)组成的集合是实数域上的一个向量空间，记作

C(n)
[a,b]． 

涵。 

 

 

 

 

 

 

新 

 

知 

 

扩 

 

展 

 

线性空间的简单性质 

    线性空间的元素也称为向量.当然这里的向量比几何中所谓向量的

涵义要广泛得多.线性空间有时也称为向量空间.以下用黑体的小写希腊

字母 ,,,  代表线性空间V 中的元素，用小写拉丁字母 ,,, cba 代

表数域P 中的数. 

1.零元素是唯一的.2.负元素是唯一的. 

3. .)1(;00;00   k
 

4.如果 0k ,那么 0k 或者 0 . 

 

线 性 空 间

的性质必须

根据定义进

行证明，体

现代数的严

谨性。 
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小 

结 

 

本节主要讲述线性空间的定义；零元的唯一性；负元的唯一性。  

 

 

 

思 

考 

与 

练 

习 

设 1W 和 2W 是数域P 上的线性空间，令

  1 2 1 1 2 2, ,V W W      ，对    1 2 1 2, , , V k P   ，    ，

定义：   

         1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2, , , , , ,k k k                  

证明：V 按如上定义的加法和数量乘法作成数域P 上的线性空间。 

证明：由题设知V 是非空集合，且上述给定的加法和数乘运算符合线性

空间定义的加法和数量乘法的定义，即给定的加法是V V 到V 的映射，

给定的数量乘法是P V 到V 的映射，且： 

           1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2, , , , , ,                       

             1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, , , , ,                
 

设 1 2,0 0 分别是 21,WW 的零元素，则  1 2,0 0 是V 的零元素，且对任意

 1 2, V  有      1 2 1 2 1 2, , , 0 0    。 

对 任 意  1 2, V  ， 存 在 负 元  1 2, V    使 得

     1 2 1 2 1 2, , ,    0 0     

其次：对 ,k l P  ：     1 2 1 2, ,k l k l    ； 

      1 2 1 2 1 2, , ,k l k l        ； 

        1 2 1 2 1 2 1 2, , , ,k k k           

   1 2 1 21 , ,    。 

所以V 是数域P 上的线性空间。 

 

 

 

此题加深学

生对线性空

间判定方法

的理解。 

 

作 

业 

 

 

P268 3、4。 

巩固所学 
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阅 

读 

文 

献 

 

1.张禾瑞，郝炳新编：《高等代数》，高等教育出版社。 

2.王萼芳：《高等代数》，高等教育出版社。 

3.田孝贵等：《高等代数》，高等教育出版社 

 

 

教 

学 

反 

思 

  1 学生对于特殊定义的线性空间的加法和数乘运算易混淆 

应对办法：多用实例教学 

2.单位元、零元的寻找方法需要多举实例讲解。 

应对办法：线下教学多举特殊单位元例子 

3.本节课将单位元类比“螺丝钉”精神，起到了良好的立德树人教学

效果。 
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授课题目 §6.3 维数、基与坐标 教学时数 3 学时 

线上预习

目标 

1.了解维数、基底、坐标的概念 

2.了解常见线性空间的基底与维数 

教学目标 深刻理解线性空间中向量的线性组合、线性表示、向量组的等价，线性相关、线性

无关、维数、基与坐标的概念；掌握向量组构成基的条件，会求向量在给定基下的

坐标，会求线性空间的基和维数。 

思政目标 1. 培养严谨的科学精神 

2. 概念类比教学法使学生理解“事物普遍联系”的哲学思想 

教学重点 维数、基与坐标的概念、维数定理。 

教学难点 线性空间基底和维数的求法、向量在给定基下的坐标求法。 

教学方法 线上线下混合式教学（1.2 学时

+1.8 学时） 

线上（1.2 学时） 

（1）预习学银在线本节视频课 

（2）线上随堂练习或线上预习测

试 

（3）完成作业后，学习学习通的

作业题微课（自制） 

线下（1.8 学时）：讨论式（师生讨

论）、引导式、示范启发式 

 

 

 

 

 

 

 

 

教学手段 线上线下混合式教学 

（线上学银在线预习微课+ 

线上自制知识点总结微课+ 

线上自制习题讲解微课+ 

线下多媒体教学） 
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教学过程 设计意图 

线 

上 

教 

学 

过 

程 

教师：（线上教学准备） 

1.学习通“通知”发布学生预习的“学银在线视频课”的内容及预习后回

答的问题。 

问题 1：维数、基底、坐标的定义 

问题 2：线性空间的基底概念与向量组的极大线性无关组的关系 

 

2.为学生编写、设计、发布学习通-活动-随堂测验的预习测验题。 

 

 

学生：（线上学习内容） 

3. 学生学习通预习学银在线本节课的视频课 

并在学习通讨论区提问不懂的地方，师生共同讨论 

4.学生学习通-活动-随堂练习，完成本节课预习测验题 

 

 

 

教师：（线上教学总结） 

5.通过学习通后台的“统计”了解学生视频课任务点完成情况，督促未

完成同学完成，确保任务点完成率达百分之百。 

6.借助“学习通随堂测验”的“成绩统计”，了解学生知识点掌握情况。 

1.学生带着

问题学习视

频课，使学

生 把 握 重

点，有的放

矢，提高预

习效果 

2.检验预习

效果 

 

 

3、4.通过视

频课预习，

提前了解本

节课内容，

加深知识点

理解。 

 

5、6.通过预

习测验题的

扇 形 统 计

图，了解学

生的知识点

掌握情况，

使线下教学

更 有 针 对

性。 
 

线 

下 

课 

程 

导 

入 

提问学生：通过线上预习，有哪些收获？ 

1．线性空间维数、基底、坐标的概念 

2.常见线性空间的基底与维数举例 

从前面的学习可知线性空间里包含的元素个数有无数个，能耗用有限

元刻画这些无限元呢？这就是线性空间的结构问题。例如平面上的点有

无数个，但是可以用坐标轴及坐标来刻画。线性空间能否有类似于几何

空间的坐标问题？线性空间能否用具体数组表示向量？这二个问题的答

案就是线性空间的基与坐标。其实线性空间的基并不是新概念，当把向

量组定义成线性空间时，它的极大线性无关组就是线性空间的一组基，

它的秩就线性空间的维数。这节首先从线性空间的内部来研究，主要研

 

 

通过平面坐

标轴类比引

出线性空间

维数、基与

坐 标 的 定

义，让学生

深刻直观理

解维数、基

与坐标。 
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究向量间元素的关系，线性相关、线性无关、线性表出、两个向量等价。 
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线 

 

下 

 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

一、线性空间中向量之间的关系 

1、相关定义 

定义 2  设V 是数域P 上的一个线性空间， r ,,,. 21  )1( r 是

V 一组向量, rkkk ,,, 21  是数域P 中的数，那么向量 

rrkkk   2211 .  

称为向量组 r ,,,. 21  的一个线性组合，有时也说向量 可以用向量

组 r ,,,. 21  线性表出. 

定义 3  设 

r ,,,. 21   (1)      
s .,, 21   (2) 

是V 中两个向量组，如果（1）中每个向量都可以用向量组（2）线性表

出，那么称向量（1）可以用向量组（2）线性表出.如果（1）与（2）可

以互相线性表出，那么向量组（1）与（2）称为等价的. 

定义 4 线性空间V 中向量 r ,,,. 21  )1( r 称为线性相关，如

果在数域P 中有 r 个不全为零的数 rkkk ,,, 21  ，使 

0. 2211  rrkkk   .         (3) 

如果向量 r ,,,. 21  不线性相关，就称为线性无关.换句话说，向量组

r ,,,. 21  称为线性无关，如果等式（3）只有在 021  rkkk 

时才成立. 

2、相关结论 

1. 单个向量 线性相关的充要条件是 0 .两个以上的向量

r ,,,. 21  线性相关的充要条件是其中有一个向量是其余向量的线性

组合. 

2. 如果向量组 r ,,,. 21  线性无关，而且可以被 s .,, 21  线

性表出，那么 sr  . 

由此推出，两个等价的线性无关的向量组，必含有相同个数的向量. 

 

 

 

 

 

 

 

 

结合线

性空间中向

量 间 的 关

系，给出有

限维线性空

间基与坐标

的定义和求

法。 

 

 

 

 

思政： 

线性空

间类比“向

量组” 体现

“事物普遍

联系”的哲

学思想 
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3. 如果向量组 r ,,,. 21  线性无关，但  ,,,,. 21 r 线性相

关，那么  可以由被 r ,,,. 21  线性表出，而且表示法是唯一的. 

二、n 维线性空间基与坐标的定义 

定义 5 如果在线性空间V 中有 n 个线性无关的向量，但是没有更多

数目的线性无关的向量，那么V 就称为 n 维的；如果在V 中可以找到任

意多个线性无关的向量，那么V 就称为无限维的. 

在一个线性空间中究竟最多能有几个线性无关的向量，显然是线性

空间的一个重要属性. 

定义 6 在n 维线性空间V 中， n 个线性无关的向量
n ,,, 21  称

为V 的一组基.设 是V 中任一向量，于是  ,,,, 21 n 线性相关，因

此 可以被基
n ,,, 21  线性表出： 

nnaaa   2211
. 

其中系数
naaa ,,, 21  是被向量 和基

n ,,, 21  唯一确定的，这组数

就称为 在基
n ,,, 21  下的坐标，记为 ),,,( 21 naaa  . 

由以上定义看来，在给出空间V 的一组基之前，必须先确定V 的维

数. 

三、n 维线性空间基与坐标的求法 

定理 1 如果在线性空间V 中有 n 个线性无关的向量
n ,,,. 21  ，

且 V 中任一向量都可以用它们线性表出，那么 V 是 n 维的，而

n ,,,. 21  就是V 的一组基. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

思政： 

基底概

念类比“极

大线性无关

组” 体现

“事物普遍

联系”的哲

学思想 

 

 

 

坐标概

念类比线性

表 出 的 系

数，体现“事

物 普 遍 联

系”的哲学

思想 
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新 

 

知 

 

扩 

 

展 

 

例 1  在线性空间
nxP ][ 中， 

12 ,,,,1 nxxx   

是 n 个线性无关的向量，而且每一个次数小于 n 的数域 P 上的多项式都

可以被它们线性表出，所以
nxP ][ 是n 维的，而 12 ,,,,1 nxxx  就是它的

一组基. 

例 2 在n 维的空间
nP 中，显然 



















)1,,0,0(

),0,,1,0(

),0,,0,1(

2

1









n





 

是一组基.对于每一个向量 ),,,( 21 naaa  ,都有 

nnaaa   2211
. 

所以 ),,,( 21 naaa  就是向量 在这组基下的坐标. 

例 3 如果把复数域K 看作是自身上的线性空间，那么它是一维的，

数 1 就是一组作是实数域上的线性空间，那么就是二维的，数 1 与 i 就是

一组基.这个例子告诉我们，维数是和所考虑的数域有关的. 

 

 

培养学生举

一反三 

 

小 

结 

 

本节主要学习有限维线性空间的基与坐标的定义和求法。 

 

 

 

 

思 

考 

与 

练 

习 

 

 

 

 

 

 

设  
1 3 2

1 2 3

2 1 3

i
, ,

i

x x x
V x x x

x x x

   
   

    

R ， i 是虚数单位。求V 对于矩

阵的加法和数量乘法所作成的实数域R 上的线性空间的一组基和维数。 

解：在V 中任取一个向量 
1 3 2

1 2 3

2 1 3

i
, , ,

i

x x x
x x x

x x x

 
 

  
R ，有： 

1 3 2

1 2 3

2 1 3

i 1 0 0 1 i 0

i i 0 1 0 0 1

x x x
x x x

x x x

       
         

         
， 

又 

令：
1 2 31, 0x x x   ，得：

1 3 2

2 1 3

i 1 0

i i 0

x x x

x x x

   
   

    
 

 

 

 

 

 

此题加深学

生对线性空

间基与维数

的理解。 
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思 

考 

与 

练 

习 

 

 

令：
1 2 30, 1, 0x x x   ，得：

1 3 2

2 1 3

i 0 1

i 1 0

x x x

x x x

   
   

    
 

令：
1 2 30, 1x x x   ，得：

1 3 2

2 1 3

i i 0

i 0 1

x x x

x x x

   
   

    
 

知
1 0 0 1 i 0

, ,
i 0 1 0 0 1

V
     

     
      

，因此V 中任一向量都可以由它中的

向 量
1 0 0 1 i 0

, ,
i 0 1 0 0 1

     
     
      

线 性 表 出 ， 所 以

1 0 0 1 i 0
, ,

i 0 1 0 0 1

     
     
      

是 V 的 一 组 生 成 元 ， 下 面 证 明 

1 0 0 1 i 0
, ,

i 0 1 0 0 1

     
     
      

 线性无关。 

设 

1 2 3

1 0 0 1 i 0 0 0

i 0 1 0 0 1 0 0
k k k
       

         
        

， 

即 

1 3 2

1 2 3

i 0 0

i 0 0

k k k

k k k

   
   

     
 

得： 0321  kkk  

所 以
1 0 0 1 i 0

, ,
i 0 1 0 0 1

     
     
      

线 性 无 关 ， 因 此

1 0 0 1 i 0
, ,

i 0 1 0 0 1

     
     
      

是V 的一组基，从而有 3dim V 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

需强调基底

向量必须属

于 

 

 

 

 

 

 

作 

业 

 

 

P269 5、6。 

 

巩固所学 
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阅 

读 

文 

献 

1.张禾瑞，郝炳新编：《高等代数》，高等教育出版社。 

2.王萼芳：《高等代数》，高等教育出版社。 

3.田孝贵等：《高等代数》，高等教育出版社 

 

 

教 

学 

反 

思 

1. 学生对线性空间基底的找法存在困难 

应对办法：强调概念类比学习法，哲学思想也能促进学习。 

2. 对称矩阵的线性空间的基底、维数的理解存在困难。 

应对办法：以三阶对称矩阵为例，进行拆解找基底，再由特殊到一般

归纳维数计算公式。 
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授课题目 §6.4 基变换与坐标变换 教学时数 2 学时 

线上预习

目标 

了解基变换、坐标变换公式及计算方法 

教学目标 掌握基变换与坐标变换的概念；熟练掌握基变换与坐标变换运算。 

思政目标 1. 培养严谨的科学精神 

2. 基变换公式与坐标变换公式的关系体现事物普遍联系的哲学思想 

3. 讨论式学习培养合作精神 

教学重点 基变换与坐标变换的公式。 

教学难点 过渡矩阵的定义和求法。 

教学方法 线上线下混合式教学（0.8 学时

+1.2 学时） 

线上（0.8 学时） 

（1）预习学银在线本节视频课 

（2）线上随堂练习或线上预习测

试 

 

 

线下（1.2 学时）：讨论式（师生讨

论）、引导式、示范启发式 

教学手段 线上线下混合式教学 

教学过程 设计意图 

线 

上 

教 

学 

过 

程 

教师：（线上教学准备） 

1.学习通“通知”发布学生预习的“学银在线视频课”的内容及预习后回

答的问题。 

（1）过渡矩阵的定义 

（2）基变换公式与坐标变换公式 

 

2.为学生编写、设计、发布学习通-活动-随堂测验的预习测验题。 

 

 

学生：（线上学习内容） 

3. 学生学习通预习学银在线本节课的视频课 

并在学习通讨论区提问不懂的地方，师生共同讨论 

4.学生学习通-活动-随堂练习，完成本节课预习测验题 

 

1.学生带着

问题学习视

频课，使学

生 把 握 重

点，有的放

矢，提高预

习效果 

2.检验预习

效果 

 

 

3、4.通过视

频课预习，

提前了解本
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教师：（线上教学总结） 

5.通过学习通后台的“统计”了解学生视频课任务点完成情况，督促未

完成同学完成，确保任务点完成率达百分之百。 

6.借助“学习通随堂测验”的“成绩统计”，了解学生知识点掌握情况。 

 

节课内容，

加深知识点

理解。 

 

5、6.通过预

习测验题的

扇 形 统 计

图，了解学

生的知识点

掌握情况，

使线下教学

更 有 针 对

性。 
 

 

线 

下 

课 

程 

导 

入 

提问学生：通过线上预习，有哪些收获？ 

1.过渡矩阵的定义 

2.基变换与坐标变换公式的应用 

 

上节课介绍了线性空间的基本概念，对线性空间的内部元素进行研

究。研究了线性空间一个非常重要的概念基。虽然线性空间中包含无穷

多的元素，但是基里元素的个数是有限的，利用基可以把包含无限多元

素的的线性空间代数结构转化成有限个元素的基来进行研究，从而实现

从无限到有限的辩证统一，这也是基带来的好处。刻画线性空间的元素

要通过基来实现，但是一个线性空间的基通常不只有一组，不同的基之

间有什么关系？每个向量在不同基下都有不同的坐标向量，这些不同基

下的坐标向量又有什么关系？ 

 

 

 

结合哲学实

现无限到有

有限的辩证

统一思想引

出新知，引

起学生对基

变换和坐标

变换本质的

理解。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

一、向量（矩阵）的形式写法 

把向量 

.2211 nnxxx     

写成 























n

n

x

x

x


 2

1

21 ),,,(  ,                   (1) 

把向量的坐标写成一个 1n 矩阵，而把向量看作是这两个矩阵的乘积.

 

 

 

 

 

 

 

 

在 n 维线性
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线 

 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

所以说这种写法是”形式的”，在于这里是以向量作为矩阵的元素，一般

说来没有意义.不过在这个特殊的情况下，这种约定的用法是不会出毛病

的. 

设
n ,,, 21  与

n  ,,, 21  是 n 维线性空间V 中两组基，它们的

关系是 



















.

,

,

2211

22221122

12211111

nnnnnn

nn

nn

aaa

aaa

aaa















               (2) 

则(2)可以写成























nnnn

n

n

nn

aaa

aaa

aaa











21

22221

11211

2121 ),,,(),,,(  .   (3) 

形式写法所具有的一些运算规律. 

设
n ,,, 21  和

n ,,, 21  是 V 中 两 个 向 量 组 ，

   
ijij bBaA  , 是两个 nn  矩阵，那么 

;))(,,,()),,,(( 2121 ABBA nn     

;))(,,,(),,,(),,,( 212121 BABA nnn     

.),,,(),,,(),,,( 22112121 AAA nnnn   

二、基变换 

设 n ,,, 21  与 n  ,,, 21  是 n 维线性空间V 中两组基，它们的

关系是 



















.

,

,

2211

22221122

12211111

nnnnnn

nn

nn

aaa

aaa

aaa















              (4) 

设 向 量  在 这 两 组 基 下 的 坐 标 分 别 是 ),,,( 21 nxxx  与

空间中，任

意 n 个线性

无关的向量

都可以取作

空间的基.

对于不同的

基，同一个

向量的坐标

一般是不同

的.随着基

的改变，向

量的坐标是

怎 样 变 化

的. 
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线 

 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

),,,( 21 nxxx   ，即 

.22112211 nnnn xxxxxx     (5) 

现在的问题就是找出 ),,,( 21 nxxx  与 ),,,( 21 nxxx   的关系. 

首先指出，(4)中各式的系数 

njaaa njjj ,,2,1,),,,( 21    

实际上就是第二组基向量 ),,2,1( njj  在第一组基下的坐标.向量

n  ,,, 21  的线性无关性就保证了(4)中系数矩阵的行列式不为零.换句

话说，这个矩阵是可逆的. 

(4)可以写成 























nnnn

n

n

nn

aaa

aaa

aaa











21

22221

11211

2121 ),,,(),,,(  .   (6) 

矩阵 























nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A









21

22221

11211

 

称为由基
n ,,, 21  到

n  ,,, 21  的过渡矩阵，它是可逆的. 

由(5)知 





























n

n

x

x

x


 2

1

21 ),,,(  . 

用(6)代入，得 

















































nnnnn

n

n

n

x

x

x

aaa

aaa

aaa











 2

1

21

22221

11211

21 ),,,(  . 

与(1)比较，由基向量的线性无关性得到     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

同 一 个 线

性空间中不

同基之间的

关系就是基

变换，类似

于两个坐标

变换；同一

个向量在不

同基下的坐

标之间的关

系就是坐标

变换。 
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线 

上 

教 

学 

过 

程 

 

 

 





































































nnnnn

n

n

n x

x

x

aaa

aaa

aaa

x

x

x












2

1

21

22221

11211

2

1

,                (7) 

或者 






































































nnnnn

n

n

n x

x

x

aaa

aaa

aaa

x

x

x












2

1

1

21

22221

11211

2

1

.           (8) 

(7)与(8)给出了在基变换(6)下，向量的坐标变换公式. 

例 1  在§3 例 2 中有 























111

011

001

),,,(),,,( 2121









 nn   























111

011

001









A  

就是过渡矩阵.不难得出 





























1000

0010

0001

0001

1











A . 

因此 











































































nn x

x

x

x

x

x














2

1

2

1

1000

0010

0001

0001

 

也就是 

)2(, 111 nixxxxx iii ，，  . 

与§3 所得出的结果是一致的. 

 

 

 

 

 

 

此 部 分 需

揭示公式本

质 
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新 

 

知 

 

扩 

 

展 

 

例 2  取 2V 的两个彼此正交的单位向量 21 , 它们作成 2V 的一个基.

令 21 ,  分别是由 21 , 旋转角 所得的向量，则 21 ,  也是 2V 的一个

基，有 





sinsin

sincos

212

211







 

所以｛ 21 , ｝到｛ 21 ,  ｝的过渡矩阵是 








 





cossin

sincos
. 

设 2V 的一个向量 关于基｛ 21 , ｝和｛ 21 ,  ｝的坐标分别为

),( 21 xx 与( 21 , xx  ).于是由(5)得 

,
cossin

sincos

2

1

2

1





















 










x

x

x

x




 

即 

.cossin

,sincos

212

211





xxx

xxx




 

这正是平面解析几何里，旋转坐标轴的坐标变换公式. 

 

 

用解析几何

里坐标旋转

让学生体会

基变换 与

坐标变换的

本质。 

小 

结 

 

本节主要讲述了过渡矩阵定义和性质；基坐标变换的求解方法。 

 

 

 

 

思 

考 

与 

练 

习 

在 F
3 中，设

1 (1 0 1)  ，， ，
2 (211)  ，，，

3 (111)  ，，，
1 (011)  ，，     

2 ( 110)   ，， ，
3 (1 21)  ，，， )352( ，， 。求基 321  ，， 到基

321  ，， 的过渡矩阵 T，并且求α 分别在这两个基下的坐标． 

解  设 为α 的转置．因为 

332211  kkk  332211   kkk  

所以  

   T321321  ，，，，     T321321   ，，，， ． 

 

 

此题加深学

生对基变换

与坐标变换

的理解与灵

活应用。 



  

59 
 

设 A=( 321   ，， )，B=( 321   ，， ),则从( 321   ，， ) =( 321   ，， )T

得出 B=AT． 

接下来求 T．因为 















































442100

231010

110001

101111

211110

110121
行变换 ， 

所以，过渡矩阵 



















442

231

110

T ． 

设α 在基 321  ，， 下的坐标为( 321 yyy ，， )，则 

      B
















3

2

1

y

y

y

=
















3

5

2

． 

解这个线性方程组得
















3

2

1

y

y

y

=
















2

0

1

．因此，由坐标变换公式得到α 在

基 321  ，， 下的坐标为(2,－5,10)． 

作 

业 
P269  

 7、8。 
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教 

学 

反 

思 

1. 部分学生课前完成的线上预习视频课，理解不深刻，不能抓住问题

本质。 

应对办法：线上预习前，给学生布置明确的问题，带着问题预习，预

习效果更好。 

2.部分学生通过线上学习，未能理解坐标变换公式本质，仍然使用初等

数学知识解决问题。 

应对办法：线下教学讲授清楚基变换与坐标变换公式在解题中的重要应

用。 
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授课题目 §6.5 线性子空间 教学时数 4 学时 

线上预习

目标 

1. 了解子空间的定义 

2. 了解子空间的判定方法 

3. 了解基扩张定理 

教学目标 熟悉子空间、生成向量组的概念。深刻理解生成组等价与生成子空间的关系，子空

间基与整个空间基的关系。 

思政目标 1. 理解子空间与子集的关系体现“事物普遍联系”的哲学思想 

2. 理解子空间与线性空间的关系体现“局部与整体”的辩证统一思想 

教学重点 线性子空间的概念。 

教学难点 线性子空间的判定及证明。 

教学方法 线上线下混合式教学（1.6 学时

+2.4 学时） 

线上（1.6 学时） 

（1）预习学银在线本节视频课 

（2）线上随堂练习或线上预习测

试 

（3）完成作业后，学习学习通的

作业题微课（自制） 

线下（2.4 学时）：讨论式（师生讨

论）、引导式、示范启发式 

 

 

 

 

 

 

 

 

教学手段 线上线下混合式教学 

（线上学银在线预习微课+ 

线上自制知识点总结微课+ 

线上自制习题讲解微课+ 

线下多媒体教学） 
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教学过程 设计意图 

线 

上 

教 

学 

过 

程 

 

 

 

教师：（线上教学准备） 

1.学习通“通知”发布学生预习的“学银在线视频课”的内容及预习后回

答的问题。 

问题 1：线性空间的子空间的定义 

问题 2：线性空间的子集是否是子空间？ 

问题 3：子空间的判别方法？ 

 

2.为学生编写、设计、发布学习通-活动-随堂测验的预习测验题。 

 

 

学生：（线上学习内容） 

3. 学生学习通预习学银在线本节课的视频课 

并在学习通讨论区提问不懂的地方，师生共同讨论 

4.学生学习通-活动-随堂练习，完成本节课预习测验题 

 

 

 

 

 

 

教师：（线上教学总结） 

5.通过学习通后台的“统计”了解学生视频课任务点完成情况，督促未

完成同学完成，确保任务点完成率达百分之百。 

6.借助“学习通随堂测验”的“成绩统计”，了解学生知识点掌握情况。 

 

 

1.学生带着

问题学习视

频课，使学

生 把 握 重

点，有的放

矢，提高预

习效果 

2.检验预习

效果 

 

 

3、4.通过视

频课预习，

提前了解本

节课内容，

加深知识点

理解。 

 

5、6.通过预

习测验题的

扇 形 统 计

图，了解学

生的知识点

掌握情况，

使线下教学

更 有 针 对

性。 

 

线 

下 

课 

程 

导 

入 

提问学生：通过线上预习，有哪些收获？ 

1.子空间的定义 

2.子空间的判定 

3.举例说明子集是子空间吗？ 

 

前面对线性空间的研究主要从元素的角度进行研究，线性空间主要研

究其结构。现将线性空间进行分割，分割成若干小块也就是子空间进行

研究，然后对每个子空间总结出它的一些性质来，从子空间角度看清线

性空间的代数结构。若一个线性空间有子空间，则可将线性空间看成是

子空间的扩张。若线性空间是若干个线性子空间的直和，则这些子空间

就是线性空间的分解。本节利用分割的研究方法，是为了从空间的部分

从线性空间

结构的角度

引出线性子

空 间 的 内

容，让学生

从本质上认

识研究线性

子空间的意

义。 
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去认识它内在的代数结构，以得出若干具体的性质与特征。 

 

 

线 

 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

一、线性子空间 

1、定义 

定义 7 数域P 上的线性空间V 的一个非空子集合W 称为V 的一个

线性子空间（或简称子空间），如果W 对于
V

的两种运算也构成数域P 上

的线性空间.  

2、判定 

定理 2  如果线性空间V 的一个非空集合W 对于V 两种运算是封闭

的，也就是满足上面的条件 1，2，那么W 就是一个子空间. 

既然线性子空间本身也是一个线性空间，上面引入的概念，如维数、

基、坐标等，当然也可以应用到线性子空间上.因为要线性子空间中不可

能比在整个子空间中有更多数目线性无关的向量.所以，任何一个线性子

空间的维数不能超过整个空间的维数. 

3、例题 

例 1 在线性空间中，由单个的零向量所组成的子集合是一个线性子

空间，它叫做零子空间. 

例 2 线性空间
V

本身也是V 的一个子空间. 

在线性空间中，零子空间和线性空间本身这两个子空间有时叫做V

的平凡子空间，而其它的线性子空间叫做非平凡子空间. 

例 3 在全体实函数组成的空间中，所有的实系数多项式组成一个子

空间. 

例 4 nxP ][ 是线性空间 ][xP 的子空间. 

 

 

 

 

 

思政： 

线 性 子 空

间也是线性

空间,也存

在着基与维

数，体现“局

部与整体”

的辩证统一

观点。 

 

 

 

 

 

例 题 让 学

生讲解，激

发学习积极

性 
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线 

 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 5 在线性空间
nP 中，齐次线性方程组 



















0

,0

,0

2211

2222121

1212111

nsnss

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa









 

的全部解向量组成一个子空间，这个子空间叫做齐次线性方程组的解空

间.解空间的基就是方程组的基础解系，它的维数等于 rn  ，其中 r 为

系数矩阵的秩. 

二、生成子空间 

1、定义 

设 r ,,, 21  是线性空间V 中一组向量，这组向量所有可能的线

性组合 

rrkkk   2211  

所成的集合是非空的，而且对两种运算封闭，因而是V 的一个子空间，

这个子空间叫做由 r ,,, 21  生成的子空间，记为 

),,,( 21 rL   . 

由子空间的定义可知，如果V 的一个子空间包含向量 r ,,, 21  ，那

么 就 一 定包 含它 们 所有 的 线 性组 合， 也 就 是 说 ， 一定 包含

),,,( 21 rL   作为子空间. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

思政： 

任 何 一 个

线性空间都

可以由它的

一 组 基 生

成，基是生

成元的一个

极大线性无

关组。体现

“事物的普

遍联系” 
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线 

 

下 

 

新 

 

知 

 

扩 

 

展 

 

在有限维线性空间中，任何一个子空间都可以这样得到.事实上，设

W 是V 的一个子空间，W 当然也是有限维的.设 r ,,, 21  是W 的一

组基，就有 

),,,( 21 rLW   . 

定理 3  1)两个向量组生成相同子空间的充要条件是这两个向量组

等价.2） ),,,( 21 rL   的维数等于向量组 r ,,, 21  的秩. 

定理 4 设W 是数域 P 上 n 维线性空间V 的一个 m 维子空间，

m ,,, 21  是W 的一组基，那么这组向量必可扩充为整个空间的基.

也就是说，在V 中必定可以找到 mn  个向量
nmm  ,,, 21 
使得

n ,,, 21  是V 的一组基. 

  结论 数域 P 上线性空间V 的一个非空子集W 是V 的一个子空间

WbaWFba   都有,,,, . 

 

 

 

 

小 

结 

 

本节主要讲述了线性子空间定义、判定；生成子空间和生成子空间相等

定义；生成子空间的基与维数定理；子空间扩充基定理。 

 

 

 

 

思 

考 

与 

练 

习 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.验证 6.4 节练习题中的线性空间   1 2 1 1 2 2, ,V W W      的两

个子集 

     1 1 2 1 1 2 1 2 2 2, , ,V W V W   0 0     

（ 1 2,0 0 分别为
1 2,W W 的零元） 

都是V 的子空间。 

证明：首先，V 的零元  1 2 1 2, V V0 0 ，所以
1 2,V V 都是V 的非空子集； 

其次，任取
1 1 1 2 2 2, , , , ,W W k l P      ，有

1 1 1 2 2 2,k l W k l W        

因此有： 

     1 2 1 2 1 1 2 1, , ,k l k l V   0 0 0    ， 

 

 

 

此题加深学

生对基变换

与坐标变换

的理解与灵

活应用。 
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思 

考 

与 

练 

习 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     1 2 1 2 1 2 2 2, , ,k l k l V   0 0 0     

所以
1 2,V V 都是V 的子空间。 

2.判断 2 3
R 的下列子集是否构成 2 3

R 的子空间，说明理由。 

（1）
1

1 0
| , ,

0

a
W a b c

b c

  
   

  
R  

（2）
2

0
c 0, , ,

0 0

a b
W a b a b c

c

  
      

  
R  

解：（1）不构成。 1

1 0 0

0 0 0
W

 
   

 
A B ， 但

1

2 0 0

0 0 0
W

 
   

 
A B ，所以 1W 不是 2 3

R 的子空间。 

（2）构成。首先因为 2

1 1 0

0 0 0
W

 
 

 
，所以

2W 是 2 3
R 的非空子集， 

其次，任取
1 1 2 2

2 2

1 2

0 0
, ,

0 0 0 0

a b a b
W W

c c

   
      
   

A B  有： 

   1 1 1 1 1 10, , ,   Ra b c a b c ，
2 2 2 2 2 20, , ,a b c a b c   R  

推出       

     1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 20, , ,a a b b c c a a b b c c         R  

因此有：              
1 2 1 2

2

1 2

0
.

0 0

a a b b
W

c c

  
   

 
A B  

对任意的 Rk ，有： 1 1 1 1 1 10, , ,ka kb kc ka kb kc   R  

所以：                       
1 1

2

1

0

0 0

ka kb
k W

kc

 
  
 

A   

因此 2W 构成 2 3
R 的子空间。 

 

 

 

 

 

 

 

强调证明步

骤 

 

作 

业 

 

P270 

12、13、14、15、16、17。 

巩固所学 
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教 

学 

反 

思 

1. 学生对子空间证明的第一步非空集合的说明，在线上证明中忽视了。 

应对办法：线下强调此步骤必不可少。 

 2.学银在线视频课中有一些好题可以在线下课上引用讲解。既丰富了线

下教学内容，又对学生的线上学习起到了较好的总结作用。 
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授课题目 §6.6  子空间的交与和 教学时数 4 学时 

线上预习

目标 

1. 了解子空间的交运算 

2. 了解交空间的并运算 

3. 理解维数定理 

教学目标 掌握子空间的交与和的概念；掌握维数定理。 

思政目标 1. 培养学生严谨的“科学精神” 

2. 将“集合的交与并”与“子空间的交与和”体现事物普遍联系的哲学思想。  

教学重点 子空间的交与和的概念与求法。 

教学难点 子空间的交与和的求法与证明。 

教学方法 线上线下混合式教学（1.6 学时

+2.4 学时） 

线上（1.6 学时） 

（1）预习学银在线本节视频课 

（2）线上随堂练习或线上预习测

试 

线下（2.4 学时）：讨论式（师生讨

论）、引导式、示范启发式 

 

教学手段 线上线下混合式教学 

（线上学银在线预习微课+ 

线上自制知识点总结微课+ 

线上自制习题讲解微课+ 

线下多媒体教学） 

 

教学过程 设计意图 

线 

上 

教 

学 

过 

程 

教师：（线上教学准备） 

1.学习通“通知”发布学生预习的“学银在线视频课”的内容及预习后回

答的问题。 

问题 1：子空间交与和的定义 

问题 2：维数定理的内容及证明思路 

 

2.为学生编写、设计、发布学习通-活动-随堂测验的预习测验题。 

 

 

学生：（线上学习内容） 

3. 学生学习通预习学银在线本节课的视频课 

并在学习通讨论区提问不懂的地方，师生共同讨论 

4.学生学习通-活动-随堂练习，完成本节课预习测验题 

 

 

1.学生带着

问题学习视

频课，使学

生 把 握 重

点，有的放

矢，提高预

习效果 

2.检验预习

效果 

 

 

3、4.通过视

频课预习，

提前了解本

节课内容，
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教师：（线上教学总结） 

5.通过学习通后台的“统计”了解学生视频课任务点完成情况，督促未

完成同学完成，确保任务点完成率达百分之百。 

6.借助“学习通随堂测验”的“成绩统计”，了解学生知识点掌握情况。 

 

 

加深知识点

理解。 

 

5、6.通过预

习测验题的

扇 形 统 计

图，了解学

生的知识点

掌握情况，

使线下教学

更 有 针 对

性。 

 

线 

下 

课 

程 

导 

入 

提问学生：通过线上预习，有哪些收获？ 

1.子空间交与和的定义及求法 

2.维数公式 

3.子空间的并是子空间吗？ 

 

 

由前面的学习可知子空间也是线性空间，且是线性空间的子集合。由

集合的性质知，集合有两种运算，集合的交与集合的并。而子空间作为

一种特殊的集合，它的运算都有哪些呢？答案是子空间的交与子空间的

和。 

检验预习效

果 

 

 

 

 

由熟悉的概

念 引 入 新

课，温故知

新 

 

 

线 

 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

 

一、子空间的交 

1、2个子空间的交 

定理 5 如果 1V , 2V 是线性空间V 的两个子空间，那么它们的交

21 VV  也是V 的子空间. 

证明：因为∈W1∩W2，所以 W1∩W2≠．设α ，β ∈W1∩W2，

则α ，β ∈Wi，i=1，2．因为 Wi 是子空间，所以α +β ∈W i；kα ∈

Wi，k∈F；i=1,2．于是α +β ∈W1∩W2，kα ∈W1∩W2，k∈F．因

此，W1∩W2 是 V 的子空间． 

2、子空间的交满足的运算律  

由集合的交的定义有，子空间的交适合下列运算规律： 

1221 VVVV   (交换律)， 

 

 

 

 

 

 

 

 

通 过 与 集

合的交类比

教学，体现

事物普遍联

系的哲学思

想 
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线 

 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)()( 321321 VVVVVV   （结合律）. 

由结合律，可以定义多个子空间的交： 


s

i

is VVVV
1

21



 , 

它也是子空间. 

二、子空间的和 

1、2个子空间的和 

定义 8 设 1V , 2V 是线性空间V 的子空间，所谓 1V 与 2V 的和，是指

由所有能表示成 21   ,而 2211 , VV   的向量组成的子集合，记作

21 VV  . 

定理 6 如果 1V , 2V 是线性空间V 的子空间，那么它们的和 21 VV  也

是V 的子空间. 

证  首先 21 VV  显然是非空的集合。 

其次在 21 VV  中任取两个向量α，β ，可设 

21   ，   21   ， 

其中α1，β 1∈ 1V ，α2，β 2∈ 2V ，则 

)()( 2211   ． 

由于 1V , 2V 是线性空间V 的子空间，所以α1+β 1∈ 1V ，α2+β 2∈ 2V ，

从而α+β ∈ 21 VV  ． 

同样
1 2 1 2k k k V V      ．因此 21 VV  也是V 的子空间. 

由定义有，子空间的和适合下列运算规律： 

1221 VVVV  (交换律)， 

)()( 321321 VVVVVV  （结合律）. 

2、多个子空间的和 

 

 

 

 

 

交 是 线 性

子空间的运

算，自然想

到集合并的

运算。但是

作为线性子

空间，集合

的并不是其

运算，而和

才是线性子

空 间 的 运

算。（最好举

例说明并不

是线性子空

间运算） 
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线 

 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 





s

i

is VVVV
1

21  . 

它是由所有表示成 

),,2,1(,21 siViis     

的向量组成的子空间. 

三、关于子空间的交与和有以下结论： 

1. 设 WVV ,, 21 都是子空间，那么由 1VW  与 2VW  可推出

21 VVW  ；而由 1VW  与 2VW  可推出 21 VVW  . 

2. 对于子空间 1V 与 2V ，以下三个论断是等价的： 

1） ;21 VV   

2) 121 VVV  ; 

3) 221 VVV  . 

例 1 在三维几何中用 1V 表示一条通过原点的直线， 2V 表示一张通过

原点而且与 1V 垂直的平面，那么， 1V 与 2V 的交是 0 ，而 1V 与 2V 的和

是整个空间. 

例 2 在线性空间
nP 中，用 1V 与 2V 分别表示齐次方程组 



















0

,0

,0

2211

2222121

1212111

nsnss

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa









 

与 



















0

,0

,0

2211

2222121

1212111

ntntt

nn

nn

xbxbxb

xbxbxb

xbxbxb









 

的解空间，那么 21 VV  就是齐次方程组 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例2将新旧

知识联系，

使得抽象概

念更加具体

化，体现抽

象与具体关

系 
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






















0

,0

,0

,0

2211

1212111

2211

1212111

ntntt

nn

nsnss

nn

xbxbxb

xbxbxb

xaxaxa

xaxaxa













 

的解空间. 

例 3 在一个线性空间V 中，有  

),,,,,(),,,(),,,( 112121 tsts LLL    . 

 

 

 

 

新 

 

知 

 

扩 

 

展 

 

关于两个子空间的交与和的维数，有以下定理. 

定理 7（维数公式）若 W1，W2 是数域 F 上向量空间 V 的两个有限

维子空间，则 W1∩W2 与 W1+W2 也都是有限维的，并且 

   212121 dimdimdimdim WWWWWW  ．   (1) 

证  因为 W1 是有限维的，而 W1∩W2 是 W1 的子空间，所以 W1∩

W2也是有限维的．设W1,W2的维数分别是 n1，n2，W1∩W2的维数是m．取

W1∩W2 的一个基 m ,,1  ，并将它分别扩充成 W1 的一个基 m ,,1  ，

mn 1
,1  ， ，扩充成 W2 的一个基 m ,,1  ， mn 2

,1  ， ．我们有 

W1+W2=L( m ,,1  ， mn 1
,1  ， )+L( m ,,1  ， mn 2

,1  ， ) 

=L( m ,,1  ， mn 1
,1  ， ， mn 2

,1  ， )              (2) 

于是W1+W2是有限维的．若能证明 m ,,1  ， mn 1
,1  ， ， mn 2

,,1  

线性无关，则它就是 W1+W2 的一个基，从而有 dim(W1+W2) =m+(n1－

m)+(n2－m)= n1+ n2－m=dim W1+dimW2－dim(W1∩W2)，即维数公式成

立． 

于是，设 

mnmnmm ppkk 
111111      mnmnqq

2211  ， 

则 mnmnmm ppkk 
111111    

 

维 数 公 式

的定理内容

和证明过程

都 非 常 重

要，要求学

生必须理解

证明思路及

具体过程。 

 

 

维数公式与

集合的交与

并 公 式 联

系，体现事

物普遍联系

的哲学思想 
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mnmnqq 
2211   ．                     (3) 

由(3)的第一个等式知道α ∈W1，由第二个等式知道α ∈W2．于是α ∈

W1∩W2．因此α 可由 m ,,1  线性表出，令 

mmll   11 ．                 (4) 

由(3)的第二式以及(4)式得 

   mnmnmm qqll
221111  ． 

因为 m ,,1  ， mn 2
,1   线性无关，所以 

0
211  mnm qqll  ． 

从而α =θ ．再由(3)的第一式便得到 

   mnmnmm ppkk
111111  ． 

因为 m ,,1  ， mn 1
,1  ， 线性无关，所以 

0
111  mnm ppkk  ， 

这证明了 m ,,1  ， mn 1
,1  ， ， mn 2

,,1   线性无关． 

推论 如果 n 维线性空间V 中两个子空间 1V ， 2V 的维数之和大于 n ，

那么 1V ， 2V 必含有非零的公共向量. 

小 

 

结 

 

本节主要讲述了子空间的交与和；子空间的性质；维数公式. 

 

 

 

 

 

思 

考 

与 

练 

习 

1 、设 4P 的两个子空间
1 1 2( , )W L   ，其中

1 (1, 1,0,1)  ，

2 (1,0,2,3) ，
4

2 1 2 3 4 1 2 4{( , , , ) | 2 0}    W x x x x P x x x 。 

求
1 2W W 与

1 2W W 的基与维数。 

解： 
2W 恰好是

1 2 42 0x x x   的解空间，于是
1 2 42 0x x x   的任

一基础解系都是
2W 的一组基. 下面求

1 2 42 0x x x   的基础解系。 

由
1 2 42 0x x x   ， 推出

4 1 22x x x  ，得到
1 2 42 0x x x   的

 

 

此 题 强 化

学生进行线

性子空间的

交与和运算

的能力，锻

炼学生的逻

辑思维能力

与运算能力 
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一个基础解系也是
2W 的一组基： 

     1 2 31,0,0,1 , 0,1,0,2 , 0,0,1,0      

于 是
2 1 2 3( , , )W L    ， 进 而 得

1 2 1 2 1 2 3( , , , , )W W L       , 

1 2 1 2 3, , , ,     的任一极大线性无关组都是
1 2W W 的一组基。 由于： 

1 2 1 2 3

1 1 1 0 0

1 0 0 1 0

0 2 0 0 1

1 3 1 2 0

    

 
 

 
 
 
 

     1 0 0 1 0

0 1 0 1 0

0 0 1 0 0

1
0 0 0 1

2

 
 
 

  
 
  
 

 

所以
1 2 1 2, , ,    是

1 2 1 2 3, , , ,     的一个极大线性无关组，因此

1 2 1 2, , ,    为
1 2W W 的一组基，推出

1 2W W 的维数为 4。 

任取
1 2W W ，则有： 

1 1 2 2 1 1 2 2 3 3=x x y y y                       （5） 

由式（5）得到齐次线性方程组： 

 

1

2

1 2 1 2 3 1

2

3

, , , ,

x

x

y

y

y

 
 
 
        
 
 
 
 

0                     （6） 

 

齐次线性方程组式（6）的一般解为： 

1 3

2 3

1

2 3

1

2

1

2

0

1

2

x y

x y

y

y y


 


 

 

 


                      （7） 

式（7）中
3y 为自由未知量，将式（7）代入式（5）中得： 
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   3 1 3 2 3 2 1 3

1 1 1 1
0,1,2,2

2 2 2 2
y y y y           

所以  0,1,2,2 为
1 2W W 的一组基，  1 2dim 1W W  。 

注：    2 2 2 3 2 2 3 22 2 0,1,2,2y y y y         。 
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教 

学 

反 

思 

 1.线下课部分学生有懈怠情绪，不积极思考。 

应对办法：课上临时采用分组讨论，学生代表讲课加分的形式，调动了

学生学习的积极性。还需要在以后的教学中采用更多的办法调动积极性。 

2.学生对维数公式与中学的集合方面的类似公式没有很好联系思考。 

应对办法：实例教学 

3. 子空间的证明学生理解存在误区。 

应对办法：提出方法 2，开始时学生把握不好，经过讲解，豁然开朗。 
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授课题目 §6.7 子空间的直和 教学时数 3 学时 

线上教学

目标 

1.了解子空间直和的概念。 

2.了解子空间直和与和的区别 

3.了解子空间直和的等价条件 

教学目标 掌握直和的概念，深刻理解直和的充要条件。 

思政目标 1.证明问题的训练培养了学生严谨的科学精神 

2.线下课堂讨论式教学培养学生的团队意识和合作精神 

教学重点 子空间的直和的概念和等价条件。 

教学难点 子空间的直和的证明。 

教学方法 线上线下混合式教学（1.2 学时

+1.8 学时） 

线上（1.2 学时） 

（1）预习学银在线本节视频课 

（2）线上随堂练习或线上预习测

试 

（3）课后线上学习通自录微课：

直和等价条件总结及证明方法解

析 

线下（1.8 学时）：讨论式（师生讨

论）、引导式、示范启发式 

 

 

 

 

 

 

 

 

教学手段 线上线下混合式教学 

（线上学银在线预习微课+ 

线上自制知识点总结微课+ 

线上自制习题讲解微课+ 

线下多媒体教学） 
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教学过程 设计意图 

线 

上 

教 

学 

过 

程 

教师：（线上教学准备） 

1.学习通“通知”发布学生预习的“学银在线视频课”的内容及预习后回

答的问题。 

2.为学生编写、设计、发布学习通-活动-随堂测验的预习测验题。 

 

学生：（线上学习内容） 

3. 学生学习通预习学银在线本节课的视频课 

并在学习通讨论区提问不懂的地方，师生共同讨论 

4.学生学习通-活动-随堂练习，完成本节课预习测验题 

 

 

 

 

 

 

教师：（线上教学总结） 

5.通过学习通后台的“统计”了解学生视频课任务点完成情况，督促未

完成同学完成，确保任务点完成率达百分之百。 

6.借助“学习通随堂测验”的“成绩统计”，了解学生知识点掌握情况。 

7.录制本节课重要知识点微课：子空间直和的等价条件总结和证明方法

解析 

 

1.学生带着

问题学习视

频课，使学

生 把 握 重

点，有的放

矢，提高预

习效果 

2.检验预习

效果 

 

 

3、4.通过视

频课预习，

提前了解本

节课内容，

加深知识点

理解。 

 

5、6.通过预

习测验题的

扇 形 统 计

图，了解学

生的知识点

掌握情况，

使线下教学

更 有 针 对

性。 

7.本节课知

识点抽象，

不 易 于 把

握，通过总

结微课的录

制帮助学生

在课后能够

更 好 地 复

习。 
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线 

下 

课 

程 

导 

入 

提问学生：通过线上预习，有哪些收获？ 

1.直和的定义 

2.直和的定义及证明方法 

 

由线性空间的维数公式维（ 1V ）+ 维（ 2V ）= 维（ 21 VV  ）+ 维

（ 21 VV  ）可知，当  021 VV  时，维数公式维（ 1V ）+ 维（ 2V ）= 

维（ 21 VV  ），称这样的子空间的和为直和。若能将一个线性空间分解

成若干个子空间的直和，则整个线性空间的研究就归结为若干个较简单

的子空间的研究，研究子空间的直和就是为了从分解线性空间的角度进

一步研究其结构，直和分解使得线性空间变成若干个子空间的组合，降

低了线性空间的维数。 

 

 

从 线 性

空间结构的

角度引出线

性子空间直

和的内容，

让学生从本

质上认识研

究线性子空

间直和的意

义。 

 

 

 

线 

 

下 

 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

一、2 个子空间的直和 

1、直和的定义 

定义 9 设 21 ,VV 是线性空间V 的子空间，如果和 21 VV  中每个向量

的分解式 

221121 ,, VV    

是唯一的，这个和就称为直和，记为 21 VV  . 

2、直和的判定 

定理 8 和 21 VV  是直和的充要条件是等式 

)2,1(,021  iVii  

只有在 i 全为零时才成立. 

证：定理的条件实际上就是：零向量的分解式是唯一的。为而这个条

件显然是必要的。下面来证明这个条件的充分性。 

设
1 2 ,V V   设它有 2 个分解式

1 2 1 2 , , ( 1,2)i i iV i           
 

于是    1 1 2 2 0       ，其中 ( 1,2)i i iV i    。由定理的条

 

 

强调与和定

义的区别 
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线 

 

 

下 

 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

件应有 0i i   ( 1,2)i i i   。因此零向量分解唯一。 

推论 和 21 VV  是直和  021 VV  . 

证：先证条件的充分性。假设有等式 

1 2 0, ( 1,2)i iV i       

那么
1 2 1 2V V    。 

由假设
1 2 0   。这就证明了 21 VV  是直和。 

再证必要性。任取向量
1 2V V ，于是零向量可以表成 

( ) 0, ( 1,2)i iV i        

因为是直和，所以 ( ) 0    。这就证明了  021 VV  。 

定理 9 设 21 ,VV 是线性空间V 的子空间，令 21 VVW  ，则 

21 VVW  维(W )=维( 1V )+维( 2V ). 

   证：因为 

       1 2 1 2W V V V V  维 维 维 维
 

和 21 VV  是直和  021 VV  ，这与  1 2 0V V 维 等价的，也就

与维(W )=维( 1V )+维( 2V )等价。 

定理 10 设U 是线性空间V 的一个子空间，那么一定存在一个子空

间W 使 WUV  . 

证 ： 取 U 的 一 组 基
1 2, m   ， 把 它 扩 充 为 V 的 一 组 基

1 2 1, , , , , ,m m n    
。令  1 2, , , nW L    ，即W 满足要求。 

 

 

将 一 个 线

性空间分解

成若干个子

空 间 的 直

和，使维数

较大的线性

空间分解成

维数较小的

线性空间进

行研究，降

低线性空间

的维数。 
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新 

 

知 

 

扩 

 

展 

 

子空间的直和的概念可以推广到多个子空间的情形. 

定义 10 设
sVVV ,,, 21  都是线性空间 V 的子空间，如果和

sVVV  21
中每个向量 的分解式 

),,2,1(,21 siViis     

是唯一的，这个和就称为直和，记为
sVVV  21
. 

定理 11 设 W1，W2，…，Ws 是数域 F 上向量空间 V 的子空间，则

下列命题彼此等价： 

1)和 W1，W2，…，Ws 是直和； 

2)和


s

i
iW

1

中零向量的表法唯一； 

3)Wi∩ 0
ij

jW ，i=1,2,…,s． 

证  1) 2)  显然． 

2)3)  任取α∈Wi∩
ij

jW ，则－α∈Wi 且α∈
ij

jW ．于 

是α=
ij

j ，其中αj∈Wj．因此零向量可以表成 

=(－α)+α=(－α)+
ij

j  

故由 2)得－α=，所以α=．于是 Wi∩
ij

jW =0． 

3) 1)  任取α∈


s

i
iW

1

，假设α有两种表法： 

α=α1+α2+…+αs，αi∈Wi (i =1，2，…，s)， 

α=β 1+β 2+…+β s，β i∈Wi (i=1，2，…，s)． 

任取 i∈{1，2，…，s}，由上两式可得 

  



ij

ji
ij

jjii WW   

因为 Wi∩
ij

jW =0，所以β i－αi=θ，即β i=αi，i=1,2,…,s． 

 

由 基 扩 充

定理可知，

若一个线性

空间有子空

间，则线性

空间可以看

成是其子空

间的扩张。

若线性空间

是若干个子

空 间 的 直

和，则这些

子空间就是

线性空间的

一种分解。 

 

小 

 

结 

 

本节主要讲述了直和定义；直和的四个等价命题；线性空间子空间的直

和分解；直和推广。 
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思 

考 

与 

练 

习 

1、设 n nP A ，且 A 可逆，令
1

2

 
 
 

A
A =

A
，n 元齐次线性方程组

1 A x 0

与
2 A x 0 的解空间分别为

1 2,W W ，证明：
1 2

nP W W  。
 

证：设n 元齐次线性方程组 Ax 0 的解空间为W ，则
1 2,W W 与W 都是

nP 的子空间，且
1 2W W W ，而因 A 可逆，所以有  1 2W W W  0 ，

推出
1 2 1 2W W W W   ，因此有      1 2 1 2dim dim dimW W W W   ，

而且      1 2r r r n  A A A 。  

由于 21 WW， 皆为 nP 的子空间，因此
1 2

nW W P  ，又因： 

            1 1 2 2 1 1dim ,dimW n r W n r n n r r       A A A A

 

所以：      1 2 1 2dim dim dimW W W W n    ，因此
1 2

nP W W  。 

2：已知  1

n nV P    A A A 是 nnP  的子空间，求 nnP  的子空间 2V 使

得
21 VVP nn  。 

解： 令  2

n nV P     A A A ，可验证 2V 是V 的子空间。任取

n nP A ，有：
2 2

  
 

A A A A
A 。 

又    
1 1

2 2

 
    

 
A A A A 推 出   1

1

2
V A A ，

   
1 1

2 2


 

     
 

A A A A 推 出   2

1

2
V A A ， 从 而 知

21 VVP nn  。 

任 取 1 2V VB  , 有 ,   B B B B ， 推 出 B O ， 即

 1 2V V  O , 故
21 VVP nn  。 

 

练习题在

加深学生对

直和分解问

题证明过程

的理解的同

时，使得此

概念更加具

体化 

作 

业 

P270 

19、20、21、22、23。 

 

巩固所学 
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读 
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3.田孝贵等：《高等代数》，高等教育出版社。 

 

 

教 

学 

反 

思 

   

1. 学生通过预习视频课加深了对抽象内容的理解，效果明显好于传统

教学。 

2. 学生对多个线性空间的直和概念理解不好。 

应对办法：多举例 
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授课题目 §6.8  线性空间的同构 教学时数 2 学时 

线上预习

目标 

1. 了解同构的定义 

2. 了解同构的证明方法 

教学目标 深刻理解同构的概念。并掌握线性空间同构的充要条件。 

思政目标 1． 同构的概念教学体现“透过现象看本质“，培养学生利用理性思维分析事物本

质。 

2． 分类思想体现“物以类聚，人以群分”，激励学生积极上进。 

3． 证明问题的逻辑思维训练培养学生严谨的科学精神 

教学重点 线性空间的同构的概念。 

教学难点 线性空间的同构的证明。 

教学方法 线上线下混合式教学（0.8 学时

+1.2 学时） 

线上（0.8 学时） 

（1）预习学银在线本节视频课 

（2）线上随堂练习或线上预习测

试 

线下（1.2 学时）：讨论式（师生讨

论）、引导式、示范启发式 

 

教学手段 线上线下混合式教学 

（线上学银在线预习微课+ 

线上自制知识点总结微课+ 

线上自制习题讲解微课+ 

线下多媒体教学） 

 

教学过程 设计意图 

线 

上 

教 

学 

过 

程 

教师：（线上教学准备） 

1.学习通“通知”发布学生预习的“学银在线视频课”的内容及预习后回

答的问题。 

2.为学生编写、设计、发布学习通-活动-随堂测验的预习测验题。 

 

 

学生：（线上学习内容） 

3. 学生学习通预习学银在线本节课的视频课 

并在学习通讨论区提问不懂的地方，师生共同讨论 

4.学生学习通-活动-随堂练习，完成本节课预习测验题 

 

 

1.学生带着

问题学习视

频课，使学

生 把 握 重

点，有的放

矢，提高预

习效果 

2.检验预习

效果 

 

 

3、4.通过视
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教师：（线上教学总结） 

5.通过学习通后台的“统计”了解学生视频课任务点完成情况，督促未

完成同学完成，确保任务点完成率达百分之百。 

6.借助“学习通随堂测验”的“成绩统计”，了解学生知识点掌握情况。 

 

 

频课预习，

提前了解本

节课内容，

加深知识点

理解。 

 

5、6.通过预

习测验题的

扇 形 统 计

图，了解学

生的知识点

掌握情况，

使线下教学

更 有 针 对

性。 

 

线 

下 

课 

程 

导 

入 

提问学生：通过线上预习，有哪些收获？ 

1.同构的定义 

2.同构的判定与证明 

 

研究线性空间主要研究它的代数结构。前面从线性空间的向量之间关

系及子空间的角度来进行讨论，而本节是以分类的思想，利用映射的方

法从两个线性空间之间的联系来研究它的代数结构。本节内容具有将未

知的有限维空间的研究转化为对已知的有限维空间来研究，并且对有限

维线性空间进行分类研究。 

将 对 未

知的有限维

空间的研究

转化成对已

知有限维空

间 进 行 研

究，旨在提

高学生理解

的深度。 

 

 

 

线 

 

下 

 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

设
n ,,, 21  是线性空间V 的一组基，在这组基下，V 中每个向

量都有确定的坐标，而向量的坐标可以看成
nP 元素，因此向量与它的坐

标之间的对应实质上就是V 到
nP 的一个映射.显然这个映射是单射与满

射，换句话说，坐标给出了线性空间V 与
nP 的一个双射.这个对应的重

要性表现在它与运算的关系上.设 

nnaaa   2211 , 

nnbbb   2211  
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课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

线 

 

下 

 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

而向量 ,, 的坐标分别是 ),,,( 21 naaa  , ),,,( 21 nbbb  ，那么 

nnn bababa  )()()( 222111   ; 

nnkakakak   2211
. 

于是向量 ,  k 的坐标分别是 

),,,(),,,(),,,( 21212211 nnnn bbbaaabababa   , 

),,,(),,,( 2121 nn aaakkakaka   . 

以上的式子说明在向量用坐标表示之后，它们的运算就可以归结为它们

坐标的运算.因而线性空间V 的讨论也就可以归结为
nP 的讨论. 

定义 11  数域 P 上两个线性空间V 与V 称为同构的，如果由V 到

V 有一个双射 ，具有以下性质： 

1） )()()(   ;2) ).()(  kk   

其中  , 是V 中任意向量， k 是 P 中任意数.这样的映射 称为同构映

射. 

前面的讨论说明在 n 维线性空间V 中取定一组基后，向量与它的坐

标之间的对应就是V 到
nP 的一个同构映射.因而，数域 P 上任一个 n 维

线性空间都与
nP 同构. 

由定义可以看出，同构映射具有下列性质： 

1. )()(,0)0(   . 

2. 

)()()()( 22112211 rrrr kkkkkk    . 

3. V 中 向 量 组 r ,,, 21  线 性 相 关  它 们 的 象

)(,),(),( 21 r  线性相关. 

因为维数就是空间中线性无关向量的最大个数，所以由同构映射的

性质可以推知，同构的线性空间有相同的维数. 

 

 

 

空 间 抽 象

的讨论中，

没有考虑线

性空间内的

元 素 是 什

么，没有考

虑运算是如

何定义的，

只涉及线性

空间在所定

义的运算下

的 代 数 性

质。从这个

观点讲，同

构就是有相

同的代数结

构或者相同

的构造，因

此同构的线

性空间可以

不 加 以 区

别，只研究

其中线性空

间的一个代

数性质，便

可以得到与

其同构的同

构空间的性

质。 

 

思政： 

体现“透过

现 象 看 本

质”，培养学

生的理性思

维。 
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4. 如果 1V 是V 的一个线性子空间，那么， 1V 在 下的象集合 

 11 |)()( VV    

是 )(V 的子空间，并且 1V 与 )( 1V 维数相同. 

5. 同构映射的逆映射以及两个同构映射的乘积还是同构映射. 

 

 

新 

 

知 

 

扩 

 

展 

 

同构作为线性空间之间的一种关系，具有反身性、对称性与传递性. 

既然数域P 上任意一个n 维线性空间都与
nP 同构，由同构的对称性

与传递性即得，数域P 上任意两个 n维线性空间都同构. 

定理 12 数域 P 上两个有限维线性空间同构的充要条件是它们有相

同的维数. 

由线性空间的抽象讨论中，并没有考虑线性空间的元素是什么，也

没有考虑其中运算是怎样定义的，而只涉及线性空间在所定义的运算下

的代数性质.从这个观点看来，同构的线性空间是可以不加区别的.因之，

定理 12 说明了，维数是有限维线性空间的唯一的本质特征. 

 

揭示概念本

质 

思政： 

用维数给线

性 空 间 分

类，体现“物

以类聚，人

以群分”的

思想，激励

学生积极上

进。 

小 

结 
本节主要讲述了同构的定义；同构的性质；同构维数定理.  

 

 

 

 

 

 

 

 

思 

考 

与 

练 

习 

1、考虑 6.4 节练习题中的线性空间 

  1 2 1 1 2 2, ,V W W      （
1 2,W W 都是数域P 上的线性空间） 

的两个子空间      1 1 2 1 1 2 1 2 2 2, , ,V W V W   0 0    （
1 2,0 0 分

别为
1 2,W W 的零元）。（ 1 ）证明

iV 与  1,2iW i  同构；（ 2 ）设

nWmW  21 dim,dim ，求 Vdim 。 

（1）证：定义映射：  : 1,2i i iV W i   如下 

 

 

1 1 2 1 1 1

2 1 2 2 2 2

: , ,

: , ,

W

W





 

 

0

0

  

  
 

则  : 1,2i i iV W i   是双射，且任取
1 1 1, W  ，

2 2 2, W  ， 

,k l P ： 

             1 1 2 1 2 1 1 1 2 1 1 1 1 2 1 1 2, , , , ,         0 0 0 0 0         

 

 

 

 

练习题加深

学生对同构

思 想 的 理

解，体会用

已知有限维

空间的研究

替代对未知

的有限维空

间的研究的

意义。 
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        1 1 2 1 1 2 1 1 1 2, , ,k k k k    0 0 0     

       2 1 2 1 2 2 1 2 2, , ,k l k l   0 0 0   

     2 2 2 1 2 2 1 2, ,k l k l    0 0     

因此 :i i iV W  是
iV 到

iW  1, 2i  的同构映射，所以 1V 与 1W 同构, 2V

与 2W 同构。 

（2）解：因 :i i iV W  是
iV 到

iW  1, 2i  的同构映射，由同构映射的

性质知        1 1 2 2dim dim ,dim dimV W V W  ，又知 21 VVV  ，

因此有： 

         1 2 1 2dim dim dim dim dimV V V W W m n      。 

2、设
0 1

1 0

 
  
 

A ，证明：由 A 的全体实系数多项式构成的集合V 关

于矩阵的加法与数乘运算构成的 R 上的线性空间与复数域C 作为R 上

的线性空间同构。 

证：因C 作为R 上的线性空间其维数为 2，所以只需说明dim 2V 。 

由题设知：    { ( ) | }A RV f f x x ，又
0 1

1 0

 
  
 

A ，得： 

0 2 3

2 2

1 0 1 0 0 1
, ,

0 1 0 1 1 0
A E A E A A

     
            

      
 

因此
1 0 2 1 0{ | , }V a a a a  RA E ，知

2 ,E A是V 的一组生成元，又： 

如果：                

2

1 0 0 1 0 0

0 1 1 0 0 0

k l
k l k l

l k

        
           

       
E A  

那么有 0k l  ，所以
2 ,E A线性无关，知

2 ,E A是V 的一组基，故V

是R 上的 2 维线性空间，而C 也是R 上的 2 维线性空间，所以V

与C 同构。 

3、 令  
4

V P x ，
4W P ，求映射 :V W  ，使得 WV  。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

通过综合练

习，将本节

课知识与前

面 知 识 联

系，温故知

新 
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解：   xg  
4

P x ，  xg 都可以写成  
4

P x 的基 2 31, , ,x x x 的唯一线性

组合： 

 xg =
3

4

2

321 xaxaxaa  ， 

  4

1 2 3 4,a a a a P, , 是  xg 在基 2 31, , ,x x x 下的坐标，从而就建立了

 
4

V P x 到
4W P  

的双射：           1 2 3 4: , g x a a a a, ,  

满足：对    xg
3

4

2

321 xaxaxaa  ，

  xh
3

4

2

321 xbxbxbb    
4

P x ： 

          g x h x g x h x      

对 a P                       

     ag x a g x   

于是 是  
4

V P x 到
4W P 的同构映射，所以 WV  。 

作 

业 

P269 

11。 

 

巩固所学 

阅 

读 

文 

献 

1.张禾瑞，郝炳新编：《高等代数》，高等教育出版社。 

2.王萼芳：《高等代数》，高等教育出版社。 

3.田孝贵等：《高等代数》，高等教育出版社。 

 

 

教 

学 

反 

思 

    1.证明是学生的弱项 

应对办法：加强证明过程的分析和讲解，加强训练 

  2.线上视频课的学习起到很好的加深理解的作用。 
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授课题目 7.1 线性变换的定义 教学时数 2 学时 

线上预习

目标 

1. 了解线性变换的定义 

2. 了解线性变换的性质 

教学目标 
掌握线性变换的定义及线性变换的性质。 

思政目标 
1. 通过类比教学激励学生勤奋学习，报效祖国 

2. 线性变换与映射的定义的区别与联系体现“事物普遍联系”的哲学思想 

教学重点 线性变换的概念． 

教学难点 线性变换的判定及证明。 

教学方法 线上线下混合式教学（0.8 学时

+1.2 学时） 

线上（0.8 学时） 

（1）预习学银在线本节视频课 

（2）线上随堂练习或线上预习测

试 

（3）完成作业后，学习学习通的

作业题微课（自制） 

线下（1.2 学时）：讨论式（师生讨

论）、引导式、示范启发式 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

教学手段 线上线下混合式教学 
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教学过程 设计意图 

线 

上 

教 

学 

过 

程 

教师：（线上教学准备） 

1.学习通“通知”发布学生预习的“学银在线视频课”的内容及预习后回

答的问题。 

2.为学生编写、设计、发布学习通-活动-随堂测验的预习测验题。 

 

 

学生：（线上学习内容） 

3. 学生学习通预习学银在线本节课的视频课 

并在学习通讨论区提问不懂的地方，师生共同讨论 

4.学生学习通-活动-随堂练习，完成本节课预习测验题 

 

 

 

 

 

 

教师：（线上教学总结） 

5.通过学习通后台的“统计”了解学生视频课任务点完成情况，督促未

完成同学完成，确保任务点完成率达百分之百。 

6.借助“学习通随堂测验”的“成绩统计”，了解学生知识点掌握情况。 

 

 

1.学生带着

问题学习视

频课，使学

生 把 握 重

点，有的放

矢，提高预

习效果 

2.检验预习

效果 

 

 

3、4.通过视

频课预习，

提前了解本

节课内容，

加深知识点

理解。 

 

5、6.通过预

习测验题的

扇 形 统 计

图，了解学

生的知识点

掌握情况，

使线下教学

更 有 针 对

性。 
 

线 

下 

课 

程 

导 

入 

提问学生：通过线上预习，有哪些收获？ 

1.线性变换的定义 

2.判定方法 

   上一章我们看到，数域 P 上任意一个 n 维线性空间都与 Pn同构，因

之，有限维线性空间的结构可以认为是完全清楚了．线性空间是某一类

事物从量的方面的一个抽象．认识客观事物，固然要弄清它们单个的和

总体的性质，但是更重要的是研究它们之间的各种各样的联系．在线性

空间中，事物之间的联系就反映为线性空间的映射．线性空间 V 到自身

的映射通常称为 V 的一个变换．线性变换是最简单的，同时也可以认为

是最基本的一种变换，正如线性函数是最简单的和最基本的函数一样．线

性变换是线性代数的一个主要研究对象．在本章将会看到，当所考虑的

线性空间是有限维时，线性变换和矩阵间有很自然的联系，因此在讨论

线性变换时，要常用到矩阵这个工具. 
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线 

 

下 

 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

一、线性变换的定义 

线性空间V 到自身的映射称为V 的一个变换. 

定义 1  线性空间V 的一个变换 A 称为线性变换，如果对

于V 中任意的元素  , 和数域 P 中任意数 k ，都有 

A (   )=A ( )+A (  ); 

A( k )=A k ( ).                                （1） 

一般用花体拉丁字母 A，B，…表示V 的线性变换，A ( )或 A

代表元素 在变换 A 下的像. 

定义中等式(1)所表示的性质，有时也说成线性变换保持向

量的加法与数量乘法. 

例1.平面上的向量构成实数域上的二维线性空间.把平面围

绕坐标原点按反时钟方向旋转 角，就是一个线性变换，用 ℐ 

表示.如果平面上一个向量 在直角坐标系下的坐标是 ),( yx ，那

么像 ℐ  ( )的坐标，即 旋转 角之后的坐标 ),( yx  是按照公

式 
















 














y

x

y

x





cossin

sincos
. 

来计算的.同样空间中绕轴的旋转也是一个线性变换. 

例 2 设 是几何空间中一固定非零向量，把每个向量 变

到它在 上的内射影的变换也是一个线性变换，以  表示它.

用公式表示就是 







),(

),(
)(  . 

这里 ),(),,(  表示内积. 

二、线性变换的简单性质： 

 

 

思政： 

将 线 性 变

换对线性空

间元素的作

用类比大学

教育对学生

个 体 的 影

响，激励学

生 勤 奋 学

习，练好本

领。 

    线 性

变换就好比

一所大学，

学生就好比

向量，线性

变换对向量

的作用就好

比大学对学

生的培养和

学生自身努

力，毕业时

的样子就可

看作线性变

换作用得到

的像。 

用 线 性

变换作用向

量 的常数

倍 ，正数

表 示 正 能

量，负数 表

示负能量， 

好比学

生的努力程
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1. 设 A 是V 的线性变换，则 A (0)=0, A (  )=-A ( ). 

2. 线性变换保持线性组合与线性关系式不变.换句话说，如

果  是
r ,,, 21  的线性组合： 

rrkkk   2211
, 

那么经过线性变换 A 之后，A (  )是 A (
1 ),A (

2 ),…, A (
r )

同样的线性组合： 

A (  )=
1k A (

1 )+
2k A (

2 )+…+ 
rk A (

r ) 

又如果
r ,,, 21  之间有一线性关系式 

02211  rrkkk    

那么它们的像之间也有同样的关系式 

1k  A (
1 )+

2k A (
2 )+…+ 

rk A (
r )=0. 

3. 线性变换把线性相关的向量组变成线性相关的向量组. 

   注意3）的逆是不对的，线性变换可能把线性无关的向量组

也变成线性相关的向量组．例如零变换就是这样． 

 

 

 

 

 

 

度。 

当 正数

时，看作学

生很努力，

线性变换作

用于一个向

量的正常数

倍，则像也

为向量的正

常数倍，即

意为学生成

为人才。 

当 负数

时，看作学

生不努力，

线性变换作

用于一个向

量的负常数

倍，则像也

为向量的负

常数倍，意

为学生不能

成为人才。 

因此，我们

青年学生，

在平时的学

习中要用勤

奋的汗水，

浇灌出属于

自己的成功

之花。 

 

 

 

 

 

 



  

92 
 

 

 

新 

 

知 

 

扩 

 

展 

 

1. 线性空间V 中的恒等变换或称单位变换 E，即 

E )()( V   

以及零变换 ℴ，即 

ℴ )(0)( V   

都是线性变换. 

2. 设V 是数域 P 上的线性空间，k 是 P 中的某个数，定义V

的变换如下： 

Vk   , . 

这是一个线性变换，称为由数 k 决定的数乘变换，可用 K 表示.

显然当 1k 时，便得恒等变换，当 0k 时，便得零变换. 

 

 

 

小 

 

结 

 

本节需要掌握线性变换的定义及线性变换的性质。会判定映射

是否是线性变换。会证明映射是线性变换。 

 

 

 

 

思 

考 

与 

练 

习 

1.在线性空间 ][xP 或者 nxP ][ 中，求微商是一个线性变换.

这个变换通常用 D 代表，即 

D（ )(xf ）= )(xf  . 

2. 定义在闭区间  ba, 上的全体连续函数组成实数域上一线

性空间，以 ),( baC 代表.在这个空间中变换 

ℐ（ )(xf ）= 
x

a
dttf )(  

是一线性变换. 
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作 

业 

 

 

 教材 317-1 

 

巩固所学 

阅 

读 

文 

献 

1.张禾瑞，郝炳新编：《高等代数》，高等教育出版社。 

2.王萼芳：《高等代数》，高等教育出版社。 

3.田孝贵等：《高等代数》，高等教育出版社 

 

 

教 

学 

反 

思 

    本节课线上预习完成率较高，课堂学生学习反馈效果较好，线上课

前预习有重要意义，仍要抓紧不松懈。 
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授课题目 
7.2 线性变换的运算 

教学时数 2 学时 

线上预习

目标 

了解线性变换的运算方法 

教学目标 
掌握线性变换的四种运算，即加法运算、数乘运算、乘法运算、可逆线性变换 

思政目标 
1. 培养学生严谨的科学精神 

培养学生的团队意识和合作精神 

2. 概念类比教学体现事物普遍联系的哲学思想 

教学重点 线性变换的运算 

教学难点 
乘法运算、可逆线性变换 

教学方法 线上线下混合式教学（0.8 学时

+1.2 学时） 

线上（0.8 学时） 

（1）预习学银在线本节视频课 

（2）线上随堂练习或线上预习测

试 

线下（1.2 学时）：讨论式（师生讨

论）、引导式、示范启发式 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

教学手段 
线上线下混合式教学 
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教学过程 设计意图 

线 

上 

教 

学 

过 

程 

教师：（线上教学准备） 

1.学习通“通知”发布学生预习的“学银在线视频课”的内容及预习后回

答的问题。 

2.为学生编写、设计、发布学习通-活动-随堂测验的预习测验题。 

 

 

学生：（线上学习内容） 

3. 学生学习通预习学银在线本节课的视频课 

并在学习通讨论区提问不懂的地方，师生共同讨论 

4.学生学习通-活动-随堂练习，完成本节课预习测验题 

 

 

 

 

 

 

教师：（线上教学总结） 

5.通过学习通后台的“统计”了解学生视频课任务点完成情况，督促未完

成同学完成，确保任务点完成率达百分之百。 

6.借助“学习通随堂测验”的“成绩统计”，了解学生知识点掌握情况。 

 

 

1.学生带着

问题学习视

频课，使学

生 把 握 重

点，有的放

矢，提高预

习效果 

2.检验预习

效果 

 

 

3、4.通过视

频课预习，

提前了解本

节课内容，

加深知识点

理解。 

 

5、6.通过预

习测验题的

扇 形 统 计

图，了解学

生的知识点

掌握情况，

使线下教学

更 有 针 对

性。 
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线 

下 

课 

程 

导 

入 

 

 

 提问学生：通过线上预习，有哪些收获？ 

线性变换的运算的定义 

 

复习线性变换的定义：  线性空间V 的一个变换 A 称为线性变

换，如果对于V 中任意的元素  , 和数域 P 中任意数 k ，都有 

A (   )=A ( )+A (  ); 

A( k )=A k ( ).    

 

 

检验预习效

果 

 

 

 

 

线 

 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

一、线性变换的乘法 

设 A,,B 是线性空间V 的两个线性变换，定义它们的乘积为. 

(AB)( )= A,(B ( ))     ( V ). 

则线性变换的乘积也是线性变换. 

线性变换的乘法适合结合律，即 

(AB)C=A(BC). 

但线性变换的乘法不适合交换律.例如，在实数域上的线性空间

中，线性变换 

D（ )(xf ）= )(xf  . 

ℐ（ )(xf ）= 
x

a
dttf )(  

的乘积 D ℐ=ℰ，但一般 ℐD≠ℰ. 

对于任意线性变换 A，都有 

Aℰ=ℰA = A. 

 

 

 

 

 

 

与函数的

复合方法一

致 ， 体 现 

“事物普遍

联系”的观

点 
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线 

 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

二、线性变换的加法 

设 A,B 是线性空间V 的两个线性变换，定义它们的和 A+B

为 

(A+B)( )= A ( )+B ( )      ( V ). 

则线性变换的和还是线性变换.  

(A+B)  +  = A  +  + B  + 
 

               
= （A   + A   ）+ （B   + B   ） 

               = （A   + B   ）+ （A   + B   ） 

               = (A+B)   + (A+B)  
 

(A+B)  k = A  k + B  k
 

          
= k A   + k B   = （A   + B   ） 

          = k （A + B）    

线性变换的加法适合结合律与交换律，即 

A+(B+C)=(A+B)+C. 

A+B=B+A. 

对于加法，零变换 ℴ与所有线性变换 A 的和仍等于 A： 

A+ℴ=A. 

对于每个线性变换 A，可以定义它的负变换（-A）： 

(-A)( )=- A ( )    ( V ). 

则负变换（-A）也是线性变换，且 

A+（-A）=ℴ. 

线性变换的乘法对加法有左右分配律，即 

A(B+C)=AB+AC， 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

此部分内

容 非 常 简

单，安排学

生讲解，加

深理解，激

发学习的主

观能动性。 
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线 

 

下 

 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(B+C)A=BA+CA. 

三、线性变换的数量乘法 

数域 P 中的数与线性变换 A 的数量乘法定义为 

k A =KA 

即 

k A( )=K(A ( ))=KA ( ), 

当然 A 还是线性变换.线性变换的数量乘法适合以下的规律： 

)(kl A= k ( l A), 

)( lk  A= k A+ l A, 

k (A+B)= k A+ k B, 

1A=A. 

线性空间V 上全体线性变换，对于如上定义的加法与数量乘法，

也构成数域 P 上一个线性空间. 

V 的变换 A 称为可逆的，如果有V 的变换 B 存在，使 

AB=BA=E. 

这时，变换 B 称为 A 的逆变换，记为 A 1 .如果线性变换 A 是可

逆的，那么它的逆变换 A 1 也是线性变换. 

 

A 1  +  = A 1
[(AA 1

)   + (AA 1
)   ] 

         =A 1
[A(A 1   )+A(A 1   )] 

         =A 1
[A(A 1   +A 1   )] 

         =(A
1 A)(A

1   +A 1   ) 

         = A 1   +A 1  
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线 

 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

A 1  k = A 1
( k (AA 1

)   )=A 1
( k (A(A 1

)   )) 

        =A 1
(A( k A 1

)   ))=(A
1 A)( k A 1   ) 

        = k A 1    

既然线性变换的乘法满足结合律，当若干个线性变换 A 重

复相乘时，其最终结果是完全确定的，与乘法的结合方法无关.

因此当 n 个（ n 是正整数）线性变换 A 相乘时，就可以用 




个n

AAA  

来表示，称为 A 的 n 次幂，简记为 A n .作为定义，令 

A 0= E. 

根据线性变换幂的定义，可以推出指数法则： 

A nm =A m A n ,(A m ) n =A m n
)0,( nm  

当线性变换 A 可逆时，定义 A 的负整数幂为 

A n =(A 1 ) n ( n 是正整数). 

值得注意的是，线性变换乘积的指数法则不成立，即一般说来 

(AB) n
 A n B n . 

设 

0

1

1)( axaxaxf m

m

m

m  

   

是 ][xP 中一多项式，A 是V 的一个线性变换，定义 

f (A)= ma A m + 1ma A 1m +…+ 0a E 

显然 f (A)是一线性变换，它称为线性变换 A 的多项式. 

不难验证，如果在 ][xP 中 

,)()()(,)()()( xgxfxpxgxfxh   

那么 
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h (A)= f ( A)+ g ( A), p (A)= f ( A) g ( A). 

特别地， 

f (A) g ( A)= g ( A) f ( A). 

即同一个线性变换的多项式的乘法是可交换的. 

例 1 在三维几何空间中，对于某一向量 的内射影  是一

个线性变换.  可以用下面的公式来表示： 







),(

),(
)(  . 

其中 ),(),,(  表示向量的内积. 

从图 2 不难看出， 在以 为法向量的平面 x 上的内射影

)(x 可以用公式 

)()(  x  

表示.因此 

 x ℰ-  . 

这里 ℰ是恒等变换. 

 对于平面 x 的反射ℛ x 也是一个线性变换，它的像由公式 

ℛ )(2)(  x  

给出.因此 

ℛ x =ℰ-2  . 

设  , 是空间的两个向量.显然， 与  互相垂直的充要条

件为 

  ℴ 
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新 

 

知 

 

扩 

 

展 

 

在线性空间 nP ][ 中，求微商是一个线性变换，用 D 表示.

显然有 

D n ℴ. 

其次，变换的平移 

Paaff  )()(   

也是一个线性变换，用 ℐ a 表示.根据泰勒展开式 

)(
)!1(

)(
!2

)()()( )1(
12

 



 n

n

f
n

a
f

a
fafaf  , 

因之 ℐ a 实质上是℄的多项式： 

 

 

 

 

 

 

小 

 

 

结 

 

本节内容分为下面四个问题讲： 

1. 加法运算 

2. 数乘运算 

3. 乘法运算 

  (1). 乘法运算 

  (2). 线性变换的方幂 

    4. 可逆线性变换及线性变换可逆的充要条件 

 

 

思 

考 

与 

练 

习 

      线性变换的乘法的应用是什么？自学学习通自制应用类

微课：线性变换在飞机转动中的应用，回答问题：线性变换在飞

机转动中是如何应用的？ 

 

 

 

 

 

作 

业 

 

 

教材 317：3-6 

 

巩固所学 
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2.王萼芳：《高等代数》，高等教育出版社。 

3.田孝贵等：《高等代数》，高等教育出版社 

 

 

教 

学 

反 

思 

   本节证明较为简单，采用让学生自主证明的方式教学，取得了良好的

教学效果。 
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授课题目 
7.3 线性变换的矩阵 

教学时数 
4 学时 

线上预习

目标 

1. 了解线性变换矩阵的定义 

2. 了解线性变换矩阵的作用 

 

教学目标 

本节需掌握线性变换 A 关于基的矩阵及可逆线性变换的逆变换的矩阵，

向量与 A()关于同一个基的坐标之间的关系，同一个线性变换在不同基

下的矩阵之间的关系 

思政目标 1.通过“线性变换的矩阵在飞机转动中的应用”线上自制案例式教学微

课渗透航天精神，培养学生勇攀科技高峰的科学精神、爱国情怀、民族

自豪感 

2.线性变换与矩阵的联系体现“抽象与具体”的辩证关系。 

3.相似矩阵的性质体现“形变质不变”的哲学思想 

教学重点 线性变换与其矩阵的关系、线性变换及其运算的矩阵表示。 

教学难点 线性变换在给定基下的矩阵的求法、同一个线性变换在不同基下矩阵之

间的关系 

教学方法 线上线下混合式教学（1.6 学时

+2.4 学时） 

线上（1.6 学时） 

（1）预习学银在线本节视频课 

（2）线上随堂练习或线上预习测

试 

（3）学生线上自主学习学习通“线

性变换在飞机转动中的应用”（教

师自制，教学设计见下篇）。 

（4）学生线上自主学习学习通“线

性变换在图形学中的应用”（教学

自制，教学设计见下篇）。 

线下（2.4 学时）：讨论式（师生讨

论）、引导式、示范启发式 

教学手段 线上线下混合式教学、线上工

科应用案例教学、线上几何案

例教学 
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教学过程 设计意图 

 

 

线 

上 

教 

学 

过 

程 

 

教师：（线上教学准备） 

1.学习通“通知”发布学生预习的“学银在线视频课”的内容及预习后回

答的问题。 

2.为学生编写、设计、发布学习通-活动-随堂测验的预习测验题。 

 

 

学生：（线上学习内容） 

3. 学生学习通预习学银在线本节课的视频课 

并在学习通讨论区提问不懂的地方，师生共同讨论 

4.学生学习通-活动-随堂练习，完成本节课预习测验题 

5.学生学习学习通的应用案例微课（自制） 

 

 

 

 

 

 

教师：（线上教学总结） 

6.通过学习通后台的“统计”了解学生视频课任务点完成情况，督促未完

成同学完成，确保任务点完成率达百分之百。 

7.借助“学习通随堂测验”的“成绩统计”，了解学生知识点掌握情况。 

 

 

 

 

 

 

教师：（线上应用案例教学） 

8. 录制本节课知识点的工科应用案例微课，上传学习通。 

9. 录制本节课知识点的几何应用案例微课，上传学习通。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.学生带着

问题学习视

频课，使学

生 把 握 重

点，有的放

矢，提高预

习效果 

2.检验预习

效果 

 

 

3、4.通过视

频课预习，

提前了解本

节课内容，

加深知识点

理解。 

 

6、7.通过预

习测验题的

扇 形 统 计

图，了解学

生的知识点

掌握情况，

使线下教学

更 有 针 对

性。 

 

5.8．9、线

上应用案例

微课教学采

用 Matlab

软件模拟飞

机转动，培

养学生的科

研能力、探

索精神，达

成 思 政 目

标。 
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线 

下 

课 

程 

导 

入 

提问学生：通过线上预习，有哪些收获？ 

1.线性变换的矩阵的定义 

2.线性变换的矩阵的用途 

3.线性变换在不同基底下的坐标关系 

 

 

线性空间的基底不唯一，一个线性变换在不同 

检验预习效

果 

 

线 

 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

一 、线性变换关于基的矩阵 

设V 是数域 P 上 n 维线性空间. n ,,, 21  V 的一组基，现在

建立线性变换与矩阵关系. 

空间V 中任意一个向量 可以被基 n ,,, 21  线性表出，即有关

系式 

nnxxx   2211                   (1) 

其中系数是唯一确定的，它们就是 在这组基下的坐标.由于线

性变换保持线性关系不变，因而在  的像 A  与基的像

A
1 ,A

2 ,…，A n 之间也必然有相同的关系： 

A =A（ nnxxx   2211 ） 

=
1x A(

1 )+
2x A(

2 )+…+ nx A ( n )                      (2) 

上式表明，如果知道了基 n ,,, 21  的像，那么线性空间中

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  

106 
 

任意一个向量 的像也就知道了，或者说 

1. 设 n ,,, 21  是线性空间V 的一组基，如果线性变换 Å

与 ℬ在这组基上的作用相同，即 

A i =B i ，   ,,,2,1 ni   

那么 A= B.  

证明 A 与 B 相等的意义是它们对每个向量的作用相同.因

此，我们就是要证明对任一向量  ，等式 A =B 成立，而由

（2）及假设，即得 A = 1x A(
1 )+

2x A(
2 )+…+ nx A ( n ) 

                =
1x B(

1 )+
2x B(

2 )+…+ nx B ( n )         

结论 1的意义就是，一个线性变换完全被它在一组基上的作

用所决定.下面指出，基向量的像却完全可以是任意的，也就是 

2. 设 n ,,, 21  是线性空间V 的一组基，对于任意一组向

量 n ,,, 21  一定有一个线性变换 Å使 

A i = i     .,,2,1 ni   

证明  我们来作出所要的线性变换，设 

      
1

n

i i

i

x 



 

是线性空间 V 中的任意一个向量，我们定义 V 的变换 

A 为 A
1

n

i i

i

x 



 

   下面来证明变换 A 是线性的。 

   在 V 中任取两个向量  1

n

i i

i

b 



  1

n

i i

i

c 



 

于是 1

( )
n

i i i

i

c b  


  
 

 

 

将定理 1

内容拆开讲

解，有利于

理解。 
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    1

n

i i

i

k kb 



，

k P  

按所定义的 A 的表达式（4），有 

A ( )  =
1

( )
n

i i i

i

b c 



1 1

n n

i i i i

i i

b c A A   
 

    
 

1 1

( )
n n

i i i

i i

A k kb k b kA   
 

   
 

因此 A 是线性变换，再来证 A 满足（3）式。因为 

1 1 10 0 1 0 0 , 1,2i i i i n i n              

所以 

1 1 10 0 1 0 0 , 1,2i i i i n iA i n                

定理 1 设 n ,,, 21  是线性空间V 的一组基， n ,,, 21 

是V 中任意 n 个向量.存在唯一的线性变换 Å使 

A i = i     .,,2,1 ni   

定义 2 设 n ,,, 21  是数域 P 上 n 维线性空间V 的一组基，

A 是V 中的一个线性变换.基向量的像可以被基线性表出： 



















.

,

,

2211

22221122

12211111

nnnnnn

nn

nn

aaaA

aaaA

aaaA















 

用矩阵表示就是 

A（ n ,,, 21  ）=（A(
1 )，AÅ(

2 )，…， A( n )） 

              = An ),,,( 21                          (5) 

其中 
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





















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A









21

22221

11211

 

矩阵 A称为线性变换 A 在基 n ,,, 21  下的矩阵. 

例 1  设 m ,,, 21  是 n )( mn  维线性空间V 的子空间W

的一组基，把它扩充为V 的一组基 n ,,, 21  .指定线性变换 A 如

下 









.,,1,0

,,,2,1,

nmiA

miA

i

ii








 

如此确定的线性变换 A 称为子空间W 的一个投影.不难证明 

A 2 =A 

投影 A 在基 n ,,, 21  下的矩阵是 





























0

0

1

1

1





 

这样，在取定一组基之后，就建立了由数域 P 上的 n 维线性空间

V 的线性变换到数域 P 上的 nn  矩阵的一个映射.前面结论 1 说

明这个映射是单射，结论 2 说明这个映射是满射.换句话说，在

这二者之间建立了一个双射.这个对应的重要性表现在它保持运

算，即有 

定理 2 设 n ,,, 21  是数域 P 上 n 维线性空间V 的一组基，

在这组基下，每个线性变换按公式（5）对应一个 nn  矩阵，这

个对应具有以下性质： 
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1）线性变换的和对应于矩阵的和； 

2）线性变换的乘积对应于矩阵的乘积； 

3）线性变换的数量乘积对应于矩阵的数量乘积； 

4）可逆的线性变换与可逆矩阵对应，且逆变换对应于逆矩

阵. 
1 2, , n    

证明 设 A，B 是两个线性变换，它们在基 n ,,, 21 
下的矩

阵分别是 A,B，即 

A
1 2 1 2n n     （ ， ， ）（ ， ， ）A  

B
1 2 1 2n n     （ ， ， ）（ ， ， ）B  

1）由（A+B）
1 2( , , )n    

   = A
1 2( , , )n    + B

1 2( , , )n    

   = 1 2 n  （ ， ， ）A+ 1 2 n  （ ， ， ）B 

   = 1 2( , , ) + )n B   （  

可知，在基 1 2, , n   下，线性变换 A+B 的矩阵是 A+B 

2）相仿地 

  (AB) 
1 2( , , )n    

= A(B
1 2( , , )n   ) 

=A(
1 2 n  （ ， ， ）B ) 

=(A
1 2( , , )n   )B 

=
1 2( , , )n   AB 

因此，在基 1 2, , n   下，线性变换 AB 的矩阵是 AB 

3) 因为 

1 2( , , )nk k k   = 1 2( , , )n   kE 

所以数乘变换 K 在任何一组基下都对应于数量矩阵 kE.由此可
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知，数量乘积 kA 对应于矩阵的数量乘积 kA 

4) 单位变换 E 对应于单位矩阵,因之等式 

         AB=BA=E 

与等式 

      AB=BA=E 

想对应，从而可逆线性变换与可逆矩阵对应，而且逆变换与逆矩

阵对应
 

定理 2 明数域 P 上 n 维线性空间V 的全体线性变换组成的

集合 )(VL 对于线性变换的加法与数量乘法构成 P 上一个线性空

间，与数域 P 上 n 级方阵构成的线性空间 nnP  同构. 

定理 3 设线性变换 A 在基 n ,,, 21  下的矩阵是 A，向量

在基 n ,,, 21  下的坐标是 ),,,( 21 nxxx  ,则 A 在基 n ,,, 21 

下的坐标 ),,,( 21 nyyy  可以按公式 











































nn x

x

x

A

y

y

y


2

1

2

1

 

计算.  

   证明  由假设 

           = 1 2( , , )n  

1

2

n

x

x

x

 
 
 
 
 
  

于是 

      

A = 1 2( , , )nA A A     

1

2

n

x

x

x

 
 
 
 
 
  
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1 2=( , , )n   A

1

2

n

x

x

x

 
 
 
 
 
  

另一方面，由假设 

             

A = 1 2( , , )n    

1

2

n

y

y

y

 
 
 
 
 
 

  

由于 n ,,, 21 
线性无关，所以 

                











































nn x

x

x

A

y

y

y


2

1

2

1

 

 

二、同一个线性变换在不同基下的矩阵的关系. 

线性变换的矩阵是与空间中一组基联系在一起的.一般说

来，随着基的改变，同一个线性变换就有不同的矩阵.为了利用

矩阵来研究线性变换，有必要弄清楚线性变换的矩阵是如何随着

基的改变而改变的. 

定理 4 设线性空间V 中线性变换 A 在两组基 

n ,,, 21  ,                    (6) 

             n ,,, 21                      (7) 

下的矩阵分别为 A和 B 从基（6）到（7）的过渡矩阵是 X ，于

是 AXXB 1 . 

证明  已知 

         
1 2( , , )nA A A   1 2 n  （ ， ， ）A  

         1 2, , , nA A A  （ ） 1 2= , , , n B  （ ）
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         1 2 1 2, , , n n     （ ）（ ， ， ）X
 

于是 

       1 2, , , nA A A  （ ）
 

       =A 1 2, , , n  （ ）  1 2 nA    （ ， ， ）X
 

       
 1 2 nA    （ ， ， ）X

1 2( , , )nA A A X    

       1 2 n  （ ， ， ）AX
1

1 2, , , n   =（ ）X AX
 

由此可得 

            AXXB 1  

定理 4 告诉我们，同一个线性变换 A 在不同基下的矩阵之

间的关系. 

定义 3 设 A，B 为数域 P 上两个 n 级方阵，如果可以找到数

域 P 上的 n 级可逆方阵 X ，使得 AXXB 1 ，就说 A相似于 B ，

记作 BA ~ . 

相似是矩阵之间的一种关系，这种关系具有下面三个性质： 

1. 反身性： AA ~  

2. 对称性：如果 BA ~ ，那么 AB ~ . 

3. 传递性：如果 BA ~ , CB ~ ,那么 CA ~ . 

定理 5 线性变换在不同基下所对应的矩阵是相似的；反过

来，如果两个矩阵相似，那么它们可以看作同一个线性变换在两

组基下所对应的矩阵. 

矩阵的相似对于运算有下面的性质. 

如果 XAXB 1

1

1

 , XAXB 2

1

2

 ，那么 

XAAXBB )( 21

1

21  
, 

XAAXBB )( 21

1

21

  
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由此可知，如果 AXXB 1 ，且 )(xf 是数域 P 上一多项式，那

么 

XAfXBf )()( 1  

利用矩阵相似的这个性质可以简化矩阵的计算. 

 

 

 

 

 

 

 

 

新 

 

知 

 

扩 

 

展 

 

 设 m ,,, 21  是 n )( mn  维线性空间V 的子空间W 的一

组基，把它扩充为V 的一组基 n ,,, 21  .指定线性变换 A 如下 









.,,1,0

,,,2,1,

nmiA

miA

i

ii








 

如此确定的线性变换 A 称为子空间W 的一个投影.不难证明 

A 2 =A 

投影 A 在基 n ,,, 21  下的矩阵是 





























0

0

1

1

1





 

 

 

 

 

 

小 

 

 

结 

本节需要掌握线性变换 A 关于基的矩阵及可逆线性变换的逆变

换的矩阵，线性变换与其矩阵的关系，向量与 A ()关于同一

个基的坐标之间的关系，线性变换在给定基下的矩阵的求法、同

一个线性变换在不同基下的矩阵之间的关系。 
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思 

考 

与 

练 

习 

设V 是数域 P 上一个二维线性空间，
21 , 是一组基，线性变

换 A 在
21 , 下的矩阵是 










 01

12
 

计算 A 在V 的另一组基
21 , 下的矩阵，这里 















21

11
),(),( 2121   
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   本节教学学生感到抽象和不易理解。 

应对方法：多举实例，让学生参与讨论。 
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授课题目 线上应用案例微课：线性变换的矩阵（飞机

转动案例） 

教学时数 0.5 学时 

线上教学

目标 

课程思政：培养爱国主义精神、民族自豪感、勇攀科技高峰的治学精神。 

课程内容：掌握用线性变换描绘飞机运动姿态的方法； 

能力培养：培养学生用数学模型思想研究工程问题的能力； 

提高学生的 Matlab 编程能力； 

培养学生的自主学习和查阅资料的能力 

教学重点 
线性变换与飞机转动姿态的关系、数学建模思想应用于工程问题、思政

目标的达成 

教学难点 建立数学模型研究飞机的转动姿态 

教学方法 引导式、示范启发式 教学手段 虚拟仿真、多媒体教学 

教学过程 设计意图 
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线 

上 

课 

程 

导 

入 

【视频资料】2019 年 3 月 10 日，埃塞俄比亚航空一架搭载

着 157 人的波音 737MAX 型航班坠毁，机上人员全部遇难。无

独有偶，在 2018 年 10 月 29 日，一架同样机型的印尼狮航航班

也发生了空难，机上 189 名人员全部遇难。2019 年 5 月，波音

公司公开承认 737MAX 机型存在设计缺陷。 

 

图 2.1 飞机失事现场 

 

引起学生兴

趣，引出飞

机设计问题 
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线 

上 

讲 

授 

新 

课 

一、飞机运动姿态 

【二维动画】飞机的运动姿态包括： 

平飞： 是最基本的飞行动作，通常指飞机在登等高、等速

的条件下做水平直线运动 

上升：飞机沿一条倾斜向上的轨迹所做的飞行。 

下滑：飞机沿一条倾斜向下的轨迹所做的飞行。 

侧滑：飞机对称面与相对气流面不一致的飞行。 

二、飞机的坐标系 

飞机坐标系主要分为四种：地面坐标系、本体坐标系、气流

坐标系和航迹坐标系。 

1. 地面坐标系 

地面坐标系的主要作用是作为衡量飞机位置和姿态的基准。

原点 gO 选在地面上的一点，轴 gz 是铅直向下；轴 gx 在水平面内，

其方向可以任意选择；轴 gy 按右手法则确定。 

 

图 2.2 地面坐标系 

2. 本体坐标系 

本体坐标系是与飞机本体相连接的。 

介绍两个术语：飞机机身纵轴和飞机对称面。飞机机身纵轴

就是沿着飞机机身的一条轴线。 

飞机对称面就是与飞机机身垂直的一个面，它随着飞机的转

动而转动。当飞机平飞时它竖直向下，当飞机倾斜时，例如侧滑，

上升，下滑等，对称面也随着变化，但始终保持对称面与机身垂

直。 

 

此处二维

动画演示四

种运动，形

象直观。 

 

 

 

 

 

 

虚拟仿真

（见视频）

讲授四种坐

标系，更好

呈现每种坐

标 系 的 特

点，与飞机

之 间 的 关

系。 

 

 

 

 

虚 拟 仿 真

下，点击飞

机机身出现

机 身 纵 轴

（见视频），

更加直观准

确 演 示 概

念。 

 

 

 



  

118 
 

原点O 在飞机的质心，纵向轴
bx 沿飞机结构纵轴，指向前；

竖向轴
bz 在对称平面内，垂直于纵轴

bx ，指向下；轴
by 垂直于

对称平面，指向右方。 

当飞机转动时，本体坐标系也随着转动。 

 

图 2.3 本体坐标系 

3. 气流坐标系 

原点O 在飞机的质心，轴
ax 沿气流速度矢量V ，指向前；

轴
az 在对称平面内，垂直于

ax 指向下；轴
ay 垂直于

ax 和
az ，指

向右方。 

 

 

图 2.4 气流坐标系 

 

4. 航迹坐标系 

原点O 在飞机的质心，轴
kx 沿航迹速度矢量

kV ，近似看成

与气流坐标系的轴
ax 同向，指向前；轴

kz 在通过航迹速度矢量

的铅垂平面内，指向下；轴
ky 垂直于

kx 和
kz ，指向右方。 

虚 拟 仿 真

下，演示对

称面，准确

展示对称面

与飞机机身

的相对位置

关系，此处

虚拟仿真的

优势在于比

概念的叙述

更加准确体

现内涵。 

 

虚拟仿真

演 示 坐 标

系。 

 

虚拟仿真

演示本体坐

标系沿着飞

机的转动而

转动。效果

逼真。 
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图 2.5 航迹坐标系 

 

三、数学建模及求解 

步骤 1：写出数据图形矩阵，画出飞机模型。 

我们把飞机的三维图像用 n 个顶点的三维坐标描述，写成一

个3 n 的数据矩阵G （此处取 8n  ），使用 Matlab 即可画出一

个最简单的飞机立体图。根据如下的数据矩阵G 来编写 Matlab

程序。 

4 4 0 4 0 0 0 0

3 3 7 3 3 3 2 3

0 0 0 0 0 3 0 0

G

  
 

      
 
 
 

 

用 Gw 表示机身，那么矩阵的前四列元素表示的就是机身上的

点。 

Gw=[-4,-3,0;4,-3,0;0,7,0;-4,-3,0]'; 

    Gt 表示机尾，那么后四列元素就表示机尾上的点。 

Gt=[0,-3,0;0,-3,3;0,2,0;0,-3,0]'; 

G=[Gw Gt];         % 飞机的初始状态 

我们用 plot 命令画出机身和机尾，并用红和绿两种颜色加以

区分，从而得到飞机的初始姿态。其中红色表示机身，绿色表示

机尾。 

plot3(Gw(1,:),Gw(2,:),Gw(3,:),'r'),hold on 

plot3(Gt(1,:),Gt(2,:),Gt(3,:),'g'),axis equal 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Matlab 程序

采用录屏，

更加形象直

观，加深学

生印象。 
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图 2.6 用 Matlab 绘制的最简单的飞机立体图 

步骤 2:求出基向量的旋转矩阵，建立线性变换。 

我们先来选取与坐标轴同向的三个单位向量，它们可以看成

是空间的一组基底，而飞机在每个瞬间的转动姿态都可以由这三

个基向量旋转后的像来线性表出，因此我们需要求出三种转动矩

阵，来建立飞机转动的线性变换，因为线性变换是由矩阵所唯一

确定的。 

 

 

图 2.7 建立空间直角坐标系 

我们来看二维平面上基向量的旋转矩阵。 

 

图 2.8 xOy 坐标面基向量
1 2e ,e 的旋转示意图  

从而得到旋转矩阵和旋转坐标变换公式： 

cos sin

sin cos

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

此处通过

基向量的旋

转来建立飞

机转动的线

性变换。 

 

为了求三维

空间的旋转

矩阵，先求

二维空间的

旋转矩阵，

由浅入深，

逐次推导。 
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cos sin

sin cos

x x

y y

 

 

     
        

 

同理，飞机在空间中绕本体坐标系的三个轴转动后的姿态或

位置可由与三个坐标轴同向的单位向量的旋转矩阵来确定。 

绕 x 轴逆时针旋转w 角， x 坐标不变，所对应矩阵的第一行 

第一列写为 

1 0 0

0

0

 
 
 
 
 

 

其余元素按照二维平面的旋转矩阵来写 

1 0 0

0 cos sin

0 sin cos

R w w

w w

 
 

 
 
 
 

 

同理，绕 y 轴逆时针旋转 角，得到矩阵 P 。 

cos 0 sin

0 1 0

sin 0 cos

P

 

 

 
 


 
 
 

 

绕 z 轴逆时针旋转u 角，得到矩阵Y  

 

cos sin 0

sin cos 0

0 0 1

u u

Y u u

 
 

 
 
 
 

 

也可将三种转动矩阵复合起来，即令Q YPR 。 

1. 复合                        Q YPR  

2. 飞机转动后的状态矩阵        
1G QG  

3. 飞机上任一点转动后的坐标  

x x

y Q y

z z

   
    
   
      

 

步骤 3：利用 Matlab 软件编程，描绘飞机转动后的状态。 

通过给上面得到的旋转矩阵 Q 赋值飞机不同的旋转角

 

 

 

 

推广到三维

空间。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

建立起描

述飞机转动

的 线 性 变

换。 
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u,v,w，就可以画出飞机转动后的不同姿态。 

例如，令   0
6 3

u,v,w , ,
  

  
 

， 
3

0
3 4

u,v,w , ,
  

  
 

，利用语

句 syms u w y 来创建符号变量，用来表示绕三个坐标轴旋转的角

度。写出三个旋转矩阵 

 

合并成为 

Q=Y*P*R; 

下面我们给角度赋值 

A1=subs(Q,{u,v,w},{pi/6,0,pi/3});  

% A1 表示：(u,v,w)=(pi/6,0,pi/3)时的转动矩阵 

飞机的状态矩阵为 G1 

G1=A1*G;    % (1)(u,v,w)=(pi/6,0,pi/3)时飞行器的状态 

G1w=G1(1:3,1:4); 

G1t=G1(1:3,5:8); 

画图 

subplot(2,3,1) 

plot3(G1w(1,:),G1w(2,:),G1w(3,:),'r'),hold on 

plot3(G1t(1,:),G1t(2,:),G1t(3,:),'g'), axis equal 

运行后得到的图像为 

 

图 2.9 旋转角 6 0 3u ,v ,w    时飞机转动后的姿态 

 

 

 

 

这一部分着

重培养学生

的 编 程 能

力。 

 

 

 

 

 

 

程序以录

屏的形式展

现，效果逼

真，加深学

生的印象。 
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我们再换一个角度，令 

 
3

0
3 4

u,v,w , ,
  

  
   

同样编程运行后，得到图像 

 

图 2.10 旋转角 3 0 3 4u ,v ,w    时飞机转动后的姿态 

这样我们就完成了用数学建模的方法来描绘飞机转动后的 

姿态。 

用线性变换来研究飞机的转动姿态，其实是一种较为理想的

情况。在实际的飞机设计中，转动惯量是必须考虑的因素，它是

决定飞机的运动姿态的重要因素。提出问题，什么是飞机转动惯

量，如何针对飞机转动惯量建立数学模型。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

提出“转动

惯量”这一

飞机设计和

飞行运动中

的重要影响

因素，激发

学生探索，

培养学生的

自主学习能

力。 

 

小 

 

结 

1. 线性变换与飞机转动姿态的关系。 

2. 如何对工程问题建立数学模型。 

3. 利用 Matlab 软件编程并画图。 

4. 了解虚拟仿真技术在很多难度大或根本无法实现的试验

中的应用。 

 

 

总 结 知 识

点，并拓展

知识，激发

自主学习。 

作 

 

业 

查找转动惯量的定义，研究它对飞机设计的影响，针对转动

惯量如何建立数学模型，描绘飞机转动后的姿态。 

 

培养学生查

阅资料、科

学研究的能

力 
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授课题目 
7.4 特征值与特征向量 

 
教学时数 4 学时 

线上预习

目标 

1. 了解特征值、特征向量的定义 

2. 了解特征值、特征向量的求法 

教学目标 
掌握线性变换的特征值和特征向量的概念及其求法 

思政目标 
1. 培养学生严谨的科学精神 

2. 讨论式教学模式培养学生的合作精神和团队意识。 

教学重点 线性变换与矩阵的特征值与特征向量的概念及求法。 

教学难点 
相似矩阵特征多项式的关系。 

教学方法 线上线下混合式教学（1.6 学时

+2.4 学时） 

线上（1.6 学时） 

（1）预习学银在线本节视频课 

（2）线上随堂练习或线上预习测

试 

线下（2.4 学时）：讨论式（师生讨

论）、引导式、示范启发式 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

教学手段 线上线下混合式教学 
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教学过程 设计意图 

 

线 

上 

教 

学 

过 

程 

教师：（线上教学准备） 

1.学习通“通知”发布学生预习的“学银在线视频课”的内容及预习后回

答的问题。 

2.为学生编写、设计、发布学习通-活动-随堂测验的预习测验题。 

3.录制知识点总结微课，上传学习通 

 

学生：（线上学习内容） 

4.学习特征值、特征向量引课微课（自制） 

5. 学生学习通预习学银在线本节课的视频课 

并在学习通讨论区提问不懂的地方，师生共同讨论 

6.学习通-活动-随堂练习，完成本节课预习测验题 

7.线下课程后复习“特征值问题微课”（自制） 

 

 

 

 

 

 

教师：（线上教学总结） 

8.通过学习通后台的“统计”了解学生视频课任务点完成情况，督促未完

成同学完成，确保任务点完成率达百分之百。 

9.借助“学习通随堂测验”的“成绩统计”，了解学生知识点掌握情况。 

 

 

1.学生带着

问题学习视

频课，使学

生 把 握 重

点，有的放

矢，提高预

习效果 

2.检验预习

效果 

3.线上复习

用 

 

4、5．6.7

通过视频课

预习，提前

了解本节课

内容，加深

知 识 点 理

解。 

 

8.9.通过预

习测验题的

扇 形 统 计

图，了解学

生的知识点

掌握情况，

使线下教学

更 有 针 对

性。 
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线 

下 

课 

程 

导 

入 

提问学生：通过线上预习，有哪些收获？ 

1.特征值、特征向量的定义 

2.特征值、特征向量的求法 

 

 

在上节我们已经知道，若能找到一组基1,2,…,n，使得 A

关于这个基的矩阵是一个对角阵，即 

A ( 1,2,…,n )= (1,2,…,n )





















n
a

a

a


2

1

 

亦即 A (1)＝a11, A (2)＝a22 , …, A (n)＝ann. 

这给我们一个很重要的启示，即研究线性变换 A，很重要的事情

就是去找满足条件 A ()＝的数及非零向量，这就是本节的

主要内容 . 

 

 

检验预习效

果 

 

 

 

 

 

温故知新，

自然引入新

课 

 

线 

 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

一、线性变换的特征值和特征向量的概念 

定义 4 设 A 是数域P 上线性空间V 的一个线性变换,如果对

于数域 P 中一数 0 ,存在一个非零向量 ,使得 

      A = 0  .                               （1） 

那么 0 称为 A 的一个特征值,而 叫做 A 的属于特征值 0 的一

个特征向量. 

从几何上来看，特征向量的方向经过线性变换后，保持在同

一条直线上，这时或者方向不变 )0( 0  或者方向相反 )0( 0  ,

至于 )0( 0  时，特征向量就被线性变换变成 0. 

如果 是线性变换 A 的属于特征值 0 的特征向量，那么 的

任何一个非零倍数 k 也是 A 的属于特征值 0 的特征向量.这说

明特征向量不是被特征值所唯一决定的.相反，特征值却是被特

 

 

 

强调定义的

几何意义加

深理解 

 

 

 

 

 

 

 

强调特征值

与特征向量

的对应关系 
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线 

 

下 

 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

征向量所唯一决定的，因为，一个特征向量只能属于一个特征值. 

二、特征值与特征向量的求法 

设V 是数域 P 上 n 维线性空间， n ,,, 21  是它的一组基，

线性变换 A 在这组基下的矩阵是 A .设 0 是特征值，它的一个特

征向量 在 n ,,, 21  下的坐标是 nxxx 00201 ,,,  ,则 A 的坐标

是 





















nx

x

x

A

0

02

01


. 

0 的坐标是 





















nx

x

x

0

02

01

0 
  

因此（1）式相当于坐标之间的等式 

         











































nn x

x

x

x

x

x

A

0

02

01

0

0

02

01


                       (2) 

或 

0)(

0

02

01

0 























nx

x

x

AE


  

这说明特征向量 的坐标 ),,,( 00201 nxxx  满足齐次方程组 



















,

,

,

02211

202222121

101212111

nnnnnn

nn

nn

xxaxaxa

xxaxaxa

xxaxaxa















 

即 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

此处推导采

用 生 生 讨

论、师生讨

论（基于线

上 学 习 基

础） 

 

 

 

 

 

 

 

 

利用方程组

理论解决本

章问题，线

上预习 
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线 

 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



















,0)(

,0)(

,0)(

02211

22220121

12121110

nnnnn

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa















             (3) 

由于 0 ,所以它的坐标 nxxx 00201 ,,,  不全为零，即齐次方程

组有非零解.而齐次方程组有非零解的充要条件是它的系数行列

式为零，即 

0

021

222021

112110

0 









nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

AE

















. 

定义 5 设 A是数域 P 上一个 n 级矩阵, 是一个数字.矩阵

AE  的行列式 

.

21

22221

11211

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

AE

























                  

(4) 

叫做矩阵 A的特征多项式,这是数域 P 上的一个 n 次多项式. 

上面的分析说明，如果 0 是线性变换 A 的特征值，那么 0

一定是矩阵 A的特征多项式的一个根；反过来，如果 0 是矩阵 A

的特征多项式在数域 P 中的一个根，即 00  AE ，那么齐次

方程组（3）就有非零解.这时，如果 ),,,( 00201 nxxx  是方程组（3）

的一个非零解，那么非零向量 

)0202101 nnxxx     

满足（1），即 0 是线性变换 A 的一个特征值， 就是属于特征

值 0 的一个特征向量. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

强调行列式 

的本质是多

项式 
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因此确定一个线性变换 A 的一个特征值与特征向量的方法可以

分成以下几步： 

1.在线性空间V 中取一组基 n ,,, 21  ，写出 A 在这组基下

的矩阵 A； 

2.求出 A的特征多项式 0E A  在数域 P 中全部的根，它们

也就是线性变换 A 的全部特征值； 

3.把所求得的特征值逐个地代入方程组（3），对于每一个特

征值，解方程组（3），求出一组基础解系，它们就是属于这个特

征值的几个线性无关的特征向量在基 n ,,, 21  下的坐标，这

样，也就求出了属于每个特征征的全部线性无关的特征向量. 

矩阵 A的特征多项式的根有时也称为 A的特征值，而相应的

线性方程组（3）的解也就称为 A的属于这个特征值的特征向量. 

例 1 在n 维线性空间中，数乘变换 K 在任意一组基下的矩

阵都是 kE，它的特征多项式是 

nkkEE )(   . 

因此，数乘变换 K 的特征值只有 k ，由定义可知，每个非零

向量都是属于数乘变换 K 的特征向量. 

例 4 平面上全体向量构成实数域上一个二维线性空间，§1

例 1中旋转 ℱ  在直角坐标系下的矩阵为 








 





cossin

sincos
 

它的特征多项式为 

1cos2
cossin

sincos
2 









 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

用实例说明

概念，更加

直观 
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当  k 时，这个多项式没有实根.因之，当  k 时，ℱ  没

有特征值.从几何上看，这个结论是明显的. 

容易看出，对于线性变换 A 的任一个特征值 0 ，全部适合

条件 

A  0  

的向量 所成的集合，也就是 A 的属于 0 的全部特征向量再添

上零向量所成的集合，是V 的一个子空间，称为 A 的一个特征子

空间，记为
0

V .显然，
0

V 的维数就是属于 0 的线性无关的特征

向量的最大个数.用集合记号可写为. 

 VAV   ,| 00
 

在线性变换的研究中，矩阵的特征多项式是重要的.下面先

来看一下它的系数.在 

.

21

22221

11211

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

AE

























 

的展开式中，有一项是主对角线上元素的连乘积 

)())(( 2211 nnaaa     

展开式中的其余项，至多包含 2n 个主对角线上的元素，它对

的次数最多是 2n .因此特征多项式中含  的 n 次与 1n 次的项

只能在主对角线上元素的连乘积中出现，它们是 

1

2211 )(  n

nn

n aaa   . 

在特征多项式中令 0 ，即得常数项 AA n)1( . 

因此，如果只写特征多项式的前两项与常数项，就有 

AaaaAE nn

nn

n )1()( 1

2211     .         
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(5) 

由根与系数的关系可知， A 的全体特征值的和为

nnaaa  2211 （称为 A的迹）.而的 A全体特征值的积为 A . 

特征值自然是被线性变换所决定的.但是在有限维空间中，

任取一组基后，特征值就是线性变换在这组基下矩阵的特征多项

式的根.随着基的不同，线性变换的矩阵一般是不同的.但是这些

矩阵是相似的，对于相似矩阵有 

定理 6 相似矩阵有相同的特征多项式. 

证明   设 A B  

      即有可逆矩阵 X，使 AXXB 1  

      于是  1 1E B E X AX X E A X       
 

           
1X E A X E A    

 

定理 6 说明，线性变换的矩阵的特征多项式与基的选取无

关，它直接被线性变换所决定的.因此，以后就可以说线性变换

的特征多项式了. 

既然相似的矩阵有相同的特征多项式，当然特征多项式的各

项系数对于相似的矩阵来说都是相同的.考虑特征多项式的常数

项，得到相似矩阵有相同的行列式.因此，以后就可以说线性变

换的行列式. 

应该指出，定理 6的逆是不对的，特征多项式相同的矩阵不

一定是相似的.例如 




















10

11
,

10

01
BA  

它们的特征多项式都是 )1(  ，但 A和 B 不相似，因为和 A相似

的矩阵只能是 A本身. 

哈密顿-凯莱(Hamilton-Caylay)定理 设 A是数域 P 上一个
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nn  矩阵， AEf  )( 是 A的特征多项式，则 

0)1()()( 1

2211   EAAaaaAAf nn

nn

n 
 

证明  设
( )B 

是
E A 

的伴随矩阵，由行列式的性质，有 

   
   ( )B E A E A E f E      

 

因为矩阵
( )B 

的元素是
E A 

的各个代数余子式，都是

的多

项式，其次数不超过 n-1.因此由矩阵的运算性质，
( )B 

可以写

成
1 2

0 1 1( )= n n

nB B B B   

  
 

其中 0 1 1nB B B ， ， ，
都是

n n
数字矩阵。 

   再设
1

1 1( )= n n

n nf a a a   

   
，则 

      
1

1 1( ) = n n

n nf E E a E a E a E   

   
      （6） 

而 

   
   1 2

0 1 1( ) =( )n n

nB E A B B B E A     

    
 

         

1 2

0 1 0 2 1

2

= ( ) ( )

( )

n n n

n i n n i

B B B A B B A

B B A B A

  



 

  

   

           （7） 

比较（6）和（7），得 

0

1 0 1

2 1 2

1 2 1

1

n n n

n n

B E

B B A a E

B B A a E

B B A a E

B A a E

  






 

  


  


 

          （8） 

以
1, , , ,n nA A A E

依次从右边乘（8）的第一式，第二式，....， 

第 n 式，第 n+1 式，得 



  

133 
 

     

0

1 1 1

1 0 1 1

2 1 2 2

2 1 2 2

2

1 2 1 1

1

n n n

n n n n

n n n n

n n n n

n n

B A EA A

B A B A a EA a A

B A B A a EA a A

B A B A a EA a A

B A a E

  

   

   



  


  
   


   


 

       (9) 

把（9）的 n+1 个式子一起加起来，左边变成零，右边即为
( )f A

 

故
( )=f A O

。定理得证。 

推论 设 A 是有限维空间V 的线性变换， )(f 是 A 的特征多

项式，那么 f (A)=ℴ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

新 

 

知 

 

扩 

 

展 

 

例 3 在空间 nxP ][ 中，线性变换 

D )()( xfxf   

在基
)!1(

,,
!2

,,1
12





n

xx
x

n

 下的矩阵是 

























0000

1000

0100

0010











D  

D 的特征多项式是 

nDE 







 



















000

1000

010

001

. 

因此， D 的特征值只有 0.通过解相应的齐次线性方程组知道，

属于特征值 0 的线性无关的特征向量组只能是任一非零常数.这

表明微商为零的多项式只能是零或非零的常数. 
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小 

 

结 

本节需要掌握线性变换的特征值和特征向量的概念及其求法，理

解相似矩阵特征多项式的关系。 

 

 

 

 

思 

考 

与 

练 

习 

设线性变换 A 在基 321 ,,  下的矩阵是 



















122

212

221

A , 

求 A 的特征值与特征向量. 

加深理解 

 

 

 

 

作 

业 

 

 

教材 320:17，19 

 

巩固所学 

阅 

读 

文 

献 

1.张禾瑞，郝炳新编：《高等代数》，高等教育出版社。 

2.王萼芳：《高等代数》，高等教育出版社。 

3.田孝贵等：《高等代数》，高等教育出版社 

 

 

教 

学 

反 

思 

  录制了“特征多项式微课”，用于线上复习，使学生抓住本课要点， 

 从学生的反馈看，录制的知识点总结微课、作业题讲解微课非常有针对

性，受到学生欢迎。 
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授课题目 
7.5 对角矩阵 

 
教学时数 4 学时 

线上学习

目标 

了解矩阵可对角化的条件 

教学目标 
矩阵可对角化的条件和化法. 深刻理解特征向量的性质和线性变换在某

组基下矩阵为对角矩阵的充分条件及充要条件。 

思政目标 
通过矩阵对角化的条件教学培养学生严谨的科学精神 

教学重点 线性变换在某组基下矩阵为对角矩阵的充分条件及充要条件。 

教学难点 线性变换与矩阵可对角化的判定。 

教学方法 线上线下混合式教学（1.6 学时

+2.4 学时） 

线上（1.6 学时） 

（1）预习学银在线本节视频课 

（2）线上随堂练习或线上预习测

试 

（3）学生在学习通学习“对角化

问题微课” （自制），作为课后巩

固。 

线下（2.4 学时）：讨论式（师生讨

论）、引导式、示范启发式 

 

教学手段 线上线下混合式教学 

教学过程 设计意图 

线 

上 

教 

学 

过 

程 

教师：（线上教学准备） 

1.学习通“通知”发布学生预习的“学银在线视频课”的内容及预习后回

答的问题。 

2.为学生编写、设计、发布学习通-活动-随堂测验的预习测验题。 

3.录制知识点总结微课，上传学习通。 

 

学生：（线上学习内容） 

4. 学生学习通预习学银在线本节课的视频课 

并在学习通讨论区提问不懂的地方，师生共同讨论 

5.学生学习通-活动-随堂练习，完成本节课预习测验题 

 

1.学生带着

问题学习视

频课，使学

生 把 握 重

点，有的放

矢，提高预

习效果 

2.检验预习

效果 

3.线上复习

用 
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6.学习通上学习“对角化问题微课”、“代数重数与几何重数的关系说明微

课”，复习本节课知识要点。 

 

 

 

 

教师：（线上教学总结） 

7.通过学习通后台的“统计”了解学生视频课任务点完成情况，督促未完

成同学完成，确保任务点完成率达百分之百。 

8.借助“学习通随堂测验”的“成绩统计”，了解学生知识点掌握情况。 

 

 

4、5.通过视

频课预习，

提前了解本

节课内容，

加深知识点

理解。 

6.课后复习

微课，巩固

所学 

 

7、8.通过预

习测验题的

扇 形 统 计

图，了解学

生的知识点

掌握情况，

使线下教学

更 有 针 对

性。 
 

线 

下 

课 

程 

导 

入 

提问学生：通过线上预习，有哪些收获？ 

  矩阵对角化的条件有哪些？ 

 

复习提问线性变换的特征值特征向量的定义及求法。 

检验预习效

果 

 

 

 

 

 

温故知新 

 

 

线 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

定理 7 设 A 是n 维线性空间V 的一个线性变换，A 的矩阵可

以在某一基下为对角矩阵的充要条件是 A 有 n 个线性无关的特

征向量. 

设 A 在基 n ,,, 21 
下具有对角矩阵 

1

2

0 0

0 0

0 0 n







 
 
 
 
 
 

 

这就是说 
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线 

 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

        
, 1,2, ,i i iA i n  

 

因此， n ,,, 21 
就是 A 的 n 个线性无关的特征向量。 

反过来，如果 A 有 n 个线性无关的特征向量 n ,,, 21 
，那么就

取 n ,,, 21 
为基，显然，在这组基下 A 的矩阵是对角矩阵。 

定理 8 属于不同特征值的特征向量是线性无关的. 

证明  对特征值的个数作数学归纳法，由于特征向量是不为零

的，所以单个的特征向量必然线性无关。现在设属于 k 个不同特

征值的特征向量线性无关，我们证明属于 k+1 个不同特征值

1 +1, , k 
的特征向量 1 2 1k   ， ，

也线性无关。 

假设有关系式 

1 1 2 2 1 1+ 0k ka a a     
        （1） 

成立。等式两端乘 +1k ，得 

1 1 1 2 1 2 1 1 1+ 0k k k k ka a a           
      （2） 

（1）式两端同时施行变换 A 

，即有 1 1 1 2 2 2 1 1 1+ 0k k ka a a        
     （3） 

（2）减去（2）得到 

1 1 1 1 1- + - 0k k k k ka a       （ ） （ ）
 

根据归纳假设， 1 2 k  ， ，
线性无关，于是 

   1- 0, 1,2, ,i i ka i k    （ ）
 

但
 1- 0i k i k    

，所以
0, 1,2, ,ia i k 

，这时（1）式变

成 1 1 0k ka   
。又因为 1 0k  

，所以只有 1 0ka  
。这就证明

了 1 2 1k   ， ，
线性无关。 

推论 1 如果在n 维线性空间V 中，线性变换 A 的特征多项

 

 

 

 

 

 

此处证明

交给学生证

明，通过组

内加分形式

调动学生的

积极性。 
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式在数域 P 中有 n 个不同的根，即 Å有 n 个不同的特征值，那么

A 在某组基下的矩阵是对角形的. 

推论 2 在复数上的线性空间中，如果线性变换 A 的特征多

项式没有重根，那么 A 在某组基下的矩阵是对角形的. 

在一个线性变换没有个不同的特征值的情形，要判断这个线

性变换的矩阵能不能成为对角形，问题就要复杂些. 

定理 9 如果 k ,,1  是线性变换 A 的不同的特征值，而

iiri  ,,1  是 属 于 特 征 值 i 的 线 性 无 关 的 特 征 向 量 ，

ki ,,2,1  那么向量组
kkrkir  ,,,,,, 111 1

 也线性无关. 

根据这个定理，对于一个线性变换，求出属于每个特征值的

线性无关的特征向量，把它们合在一起还是线性无关的.如果它

们的个数等于空间的维数，那么这个线性变换在一组合适的基下

的矩阵是对角矩阵；如果它们的个数少于空间的维数，那么这个

线性变换在任何一组基下的矩阵都不能是对角形.换句话说，设 A

全部不同的特征值是
r ,,1  ，于是 A 在某一组基下的矩阵成对

角形的充要条件是 A 的特征子空间
r

VV  ,,
1
 的维数之和等于空

间的维数. 

应该看到，当线性变换 A 在一组基下的矩阵 A是对角形时： 























n

A















000

000

000

2

1

 

A 的特征多项式就是 

)())(( 21 nAE     

因此，如果线性变换 A 在一组基下的矩阵是对角形，那么
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主对角线上的元素除排列次序外是确定的，它们正好是 A的特征

多项式全部的根（重根按重数计算）. 

根据§3 定理 5，一个线性变换的矩阵能不能在某一组基下是

对角形的问题就相当于一个矩阵是不是相似于一个对角矩阵的

问题. 

 

 

新 

 

知 

 

扩 

 

展 

 

《高等代数选讲》教材中的内容总结，典型例题作为本节课内容的拓

展。 

187 页 6 题 、15 题 

 

完善知识体

系。 

 

 

 

小 

 

 

结 

 

本节需要掌握矩阵可对角化的条件和化法. 深刻理解特征

向量的性质和线性变换在某组基下矩阵为对角矩阵的充分条件

及充要条件。会线性变换与矩阵可对角化的判定。 

 

 

 

 

 

 

思 

考 

与 

练 

习 

例 在§4 的例 2 中，已经算出线性变换 A 的特征值是-1（二

重）与 5，而对应的特征向量是 

.

,

,

3213

322

311













 

由此可见，A 在基 .,, 321  下的矩阵为对角矩阵 























500

010

001

B  

而由 321 ,,  到 .,, 321  的过渡矩阵是 
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



















111

110

101

X  

于是， BAXX 1 . 

 

 

 

 

作 

业 

教材 321:20-23 

 

巩固所学 

阅 

读 

文 

献 

1.张禾瑞，郝炳新编：《高等代数》，高等教育出版社。 

2.王萼芳：《高等代数》，高等教育出版社。 

3.田孝贵等：《高等代数》，高等教育出版社 

 

 

教 

学 

反 

思 

  定理 8 的证明方法非常典型，采用学生讨论后自主证明的教学方法后，

对学生的逻辑思维培养有重要意义。 
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授课题目 
7.6 线性变换的值域与核 

教学时数 4 学时 

线上预习

目标 

1. 了解线性变换的值域与核的定义 

2. 常见线性变换值域与核的举例 

教学目标 掌握线性变换的值域与核的概念，以及它们维数间的关系。 

思政目标 1. 培养学生严谨的科学精神 

2. 类比概念教学法体现事物普遍联系的哲学思想 

3. 线性变换的秩与矩阵的秩体现抽象与具体的关系 

教学重点 线性变换的值域与核的概念与求法 

教学难点 线性变换的值域与核的求法与证明。  

教学方法 线上线下混合式教学（1.6 学时

+2.4 学时） 

线上（1.6 学时） 

（1）预习学银在线本节视频课 

（2）线上随堂练习或线上预习测

试 

线下（2.4 学时）：讨论式（师生讨

论）、引导式、示范启发式 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

教学手段 线上线下混合式教学 
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教学过程 设计意图 

线 

上 

教 

学 

过 

程 

教师：（线上教学准备） 

1.学习通“通知”发布学生预习的“学银在线视频课”的内容及预习后回

答的问题。 

2.为学生编写、设计、发布学习通-活动-随堂测验的预习测验题。 

 

 

学生：（线上学习内容） 

3. 学生学习通预习学银在线本节课的视频课 

并在学习通讨论区提问不懂的地方，师生共同讨论 

4.学生学习通-活动-随堂练习，完成本节课预习测验题 

 

 

 

 

 

 

教师：（线上教学总结） 

5.通过学习通后台的“统计”了解学生视频课任务点完成情况，督促未完

成同学完成，确保任务点完成率达百分之百。 

6.借助“学习通随堂测验”的“成绩统计”，了解学生知识点掌握情况。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.学生带着

问题学习视

频课，使学

生 把 握 重

点，有的放

矢，提高预

习效果 

2.检验预习

效果 

 

 

3、4.通过视

频课预习，

提前了解本

节课内容，

加深知识点

理解。 

 

5、6.通过预

习测验题的

扇 形 统 计

图，了解学

生的知识点

掌握情况，

使线下教学

更 有 针 对

性。 
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线 

下 

课 

程 

导 

入 

提问学生：通过线上预习，有哪些收获？ 

线性变换值域与核的定义 

 

    线性变换的像的集合对于运算能做成线性空间吗？零元素的原像能

做成线性空间吗？ 

 

 

检验预习效

果 

 

 

 

线 

 

下 

 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

定义 6 设 A 是线性空间V 的一个线性变换，A 的全体像组

成的集合称为 A 的值域，用 AV 表示.所有被 A 变成零向量的向

量组成的集合称为 A 的核，用 A )0(1
表示. 

若 用 集 合 的 记 号 则

AV = VA  | ,A )0(1
= VA   ,0|  

线性变换的值域与核都是V 的子空间. 

AV 的维数称为 A 的秩，A )0(1
的维数称为 A 的零度. 

例 1 在线性空间 nxP ][ 中，令 

D )())(( xfxf   

则 D 的值域就是 1][ nxP ，D 的核就是子空间 P . 

定理 10 设 A 是 n 维线性空间V 的线性变换， n ,,, 21  是V

的一组基，在这组基下 A 的矩阵是 A，则 

 

思政：与函

数的值域定

义类比，体

现事物普遍

联系的思想 
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线 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

1） A 的值域 AV 是由基像组生成的子空间，即 

AV = ),,,( 21 nAAAL    

3）A 的秩= A的秩. 

证明 1) 设
是 V 中任一向量，可用基的线性组合表示为 

1 1 2 2= n nx x x     
 

于是 

A 1 1 2 2= n nA Ax x x A     
 

这个式子说明，A 1 2 )nA AL A   （ ， ，，
 

因此，AV 包含在 1 2 )nL A A A  （ ， ，，
内。这个式子还表明基像

组的线性组合还是一个像，因此 1 2 )nL A A A  （ ， ，，
包含在 AV 

内，这样 AV 1 2= )nA A AL   （ ， ，，
 

2)根据 1），A 的秩等于基像组的秩，另一方面，矩阵 A

是由基像组的坐标按列排成的。在前一章第 8节中曾谈过，若在

n维线性空间 V中取定了一组基之后，把 V的每一个向量与它的

坐标对应起来，我们就得到 V 到
nP
的同构对应。同构对应保持

向量组的一切线性关系，因此基像组与它们的坐标组（即矩阵 A

的列向量组）有相同的秩。 

定理 10 说明线性变换与矩阵之间的对应关系保持不变. 

定理 11 设 A 是n 维线性空间V 的线性变换，则 AV 的一组

基的原像及 A )0(1
的一组基合起来就是V 的一组基.由此还有 

A 的秩+A 的零度=n  

证明 设 AV 的一组基为 1 2 r, , ,  
，它们的原像为 1 2, , , r  

，

A , 1,2, ,i i i r  
。又取 A )0(1

的一组基为 1 2, , ,r r s    ，现在

 

思政： 

线性变换

秩的概念与

矩阵秩的概

念体现抽象

与具体的关

系 
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来证 1 2 1 2, , , , , ,r r r s      ，
为 V 的基。如果有 

     1 1 1 1 0r r r r s sl l l l         
 

用 A 去变换它的两端的向量，则 

     1 1 1 1 0=0r r r r s sA A Al l l l A A         
 

因 1 2, , ,r r s    属于 A )0(1

，故 1= = =0r sA A   

又 A , 1,2, ,i i i r  
。由上式即得 

        1 1 2 2 r 0rl l l     
 

但 1 2 r, , ,  
是线性无关的，有 1 2= = = 0rl l l 

 

于是 1 1 0r r s sl l     
。 1 2, , ,r r s    又是 A )0(1

的基也线性无

关，就有 1= = 0r sl l 
。这证明了 1 2 1 2, , , , , ,r r r s      ，

是线

性无关的。 

   再证 V 的任一向量

是 1 2 1 2, , , , , ,r r r s      ，

的线性组

合，由 1 1= r rA A   ， ，
是 AV 的基，就有一组数 1 rl l， ，

使

 1 1 1 1r r r rA l A l A A l l         
。 

于 是
 1 1- - - =0r rA l l  

， 即
 -1

1 1- - - 0r rl l A   
。

1 2, , ,r r s    又是 A )0(1

的基，必有一组数 1r sl l，，
，使

1 1 1 1- - - =r r r r s sl l l l       
， 

于是 1 1 1 1= + + +r r r r s sl l l l       
是 1 2, , , s  

的线性组合。

这就证明了 1 2 1 2, , , , , ,r r r s      ，
是 V 的一组基。 

   由 V 的维数为 n，知
s n

。又 r 是 AV 的维数也即 A 的秩，

s r n r  
是 A )0(1

的维数，即 A 的零度。因而 

        A 的秩+A 的零度 n  
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新 

知 

扩 

展 

补充 ：对于有限维线性空间的线性变换，它是单射的充要

条件是它是满射. 

证明   显然，当且仅当 AV=V，即 A 的秩为 n 时，A 是满射；另

外，当且仅当 A  1(0)= 0

，即 A 的零度为 0 时，A 是单射，于是

由上述定理即可得出结论。 

虽然子空间 A V 与 A )0(1
的维数之和为 n ，但是

AV +A )0(1
并不一定是整个空间. 

 

 

加强思维训

练 

 

 

小 

结 

掌握线性变换的值域与核的概念，以及它们维数间的关系 

 

 

 

 

 

思 

考 

与 

练 

习 

设 A是一个 nn  矩阵， AA 2 证明 A相似于一个对角矩阵 





























0

0

1

1

1




                  （1） 

证明   取一 n 维线性空间 V 以及 V 的一组基  1 2, , , n  
。定

义线性变换 A 如下： 

     A 1 2 1 2, , , = , , ,n n A     （ ）（ ）
 

我们来证明，A 在一组适当的基下的矩阵是（1）。这样，由定理

4，也就证明了所要的结论。 

    由 AA 2
，可知 A

2 = A。我们取 AV 的一组基 1 2 r, , ,  
。

由 1 1= =r rA A   ， ，
，它们的原像也是 1 2 r, , ,  

。再取 A )0(1
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的一组基 1, ,r n  。由定理 11 的推论知： 1 2 r 1, , , , ,r n    ，

是 V 的一组基。在这组基下，A 的矩阵就是（1）。 

 

 

作 

业 

复习本节课定理的证明，完成学习通线上测试 
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教 

学 

反 

思 

   本节课内容抽象，学生理解不太好。 

   应对办法：增加习题训练。 
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授课题目 
7.7 不变子空间 

 
教学时数 2 学时 

线上预习

目标 

1. 了解不变子空间的概念 

2. 了解常见的不变子空间 

教学目标 本节要求掌握不变子空间的概念及其不变子空间的判断方法，深刻理解

线性空间分解成不变子空间直和的充要条件 

思政目标 培养学生严谨的科学精神 

教学重点 不变子空间的定义及证明方法。 

教学难点 线性空间分解成不变子空间直和的充要条件。 

教学方法 线上线下混合式教学（0 

.4 学时+0.6 学时） 

线上（0.4 学时） 

（1）预习学银在线本节视频课 

（2）线上随堂练习或线上预习测

试 

（3）完成作业后，学习学习通的

作业题微课（自制） 

线下（0.6 学时）：讨论式（师生讨

论）、引导式、示范启发式 

 

教学手段 线上线下混合式教学 

（线上学银在线视频课预习+

线上学习通自制微课复习+ 

线下讨论、讲授式相结合） 

教学过程 设计意图 

线 

上 

教 

学 

过 

程 

教师：（线上教学准备） 

1.学习通“通知”发布学生预习的“学银在线视频课”的内容及预习后回

答的问题。 

2.为学生编写、设计、发布学习通-活动-随堂测验的预习测验题。 

3.录制本章作业题微课，上传学习通。 

 

学生：（线上学习内容） 

4. 学生学习通预习学银在线本节课的视频课 

并在学习通讨论区提问不懂的地方，师生共同讨论 

5.学生学习通-活动-随堂练习，完成本节课预习测验题 

 

1.学生带着

问题学习视

频课，使学

生 把 握 重

点，有的放

矢，提高预

习效果 

2.检验预习

效果 

3.线上复习

用 
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教师：（线上教学总结） 

6.通过学习通后台的“统计”了解学生视频课任务点完成情况，督促未完

成同学完成，确保任务点完成率达百分之百。 

7.借助“学习通随堂测验”的“成绩统计”，了解学生知识点掌握情况。 

 

 

 

4、5.通过视

频课预习，

提前了解本

节课内容，

加深知识点

理解。 

 

6、7.通过预

习测验题的

扇 形 统 计

图，了解学

生的知识点

掌握情况，

使线下教学

更 有 针 对

性。 

 

线 

下 

课 

程 

导 

入 

提问学生：通过线上预习，有哪些收获？ 

不变子空间的定义及证明方法？ 

 

对于给定的 n 维线性空间V ,A∈ )(VL ,如何才能选到V 的一

个基,使 A 关于这个基的矩阵具有尽可能简单的形式.由于一个线

性变换关于不同基的矩阵是相似的.因而问题也可以这样提出:在

一切彼此相似的 n 阶矩阵中,如何选出一个形式尽可能简单的矩

阵.这一节介绍不变子空间的概念，来说明线性变换的矩阵的化

简与线性变换的内在联系. 

 

检验预习效

果 

线 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

定义 7  设 A 是数域 P 上线性空间V 的线性变换,W 是V 的

一个子空间.如果W 中的向量在 A 下的像仍在W 中，换句话说,

对于W 中任一向量 ，有 A W ，就称W 是 A 的不变子空间，

简称 A-子空间.  

例 1 整个空间V 和零子空间 0 ，对于每个线性变换 A，都

是 A-子空间. 
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线 

 

下 

 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 2  A 的值域与核都是 A-子空间. 

例 3 若线性变换 A 与 B 是可交换的，则 B 的核与值都是 A-

子空间. 

因为 A 的多项式 f (A)是和 A 交换的，所以 f (A)的值域与核都是

A-子空间. 

例 4 任何一个子空间都是数乘变换的不变子空间. 

特征子空间与一维不变子空间之间有着紧密的联系.设W 是

一维 A-子空间， 是W 中任何一个非零向量，它构成W 的一个

基.按 A-子空间的定义，A W ,它必是 的一个倍数: 

A  0 . 

这说明 是 A 的特征向量，而W 即是由 生成的一维 A-子空间. 

反过来，设 是 A 属于特征值 0 的一个特征向量，则 以

及它任一倍数在 A 下的像是原像的 0 倍，仍旧是 的一个倍数.

这说明 的倍数构成一个一维 A-子空间. 

显然，A 的属于特征值 0 的一个特征子空间
0

V 也是 A 的一

不变子空间. 

A-子空间的和与交还是 A-子空间. 

设 A 是线性空间V 的线性变换, W 是 A 的不变子空间.由于

W 中向量在 A 下的像仍在W 中，这就使得有可能不必在整个空

间V 中来考虑 A，而只在不变子空间W 中考虑 A，即把 A 看成是

W 的一个线性变换，称为 A 在不变子空间W 上引起的变换.为

了区别起见，用符号 A|W 来表示它；但是在很多情况下，仍然
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线 

下 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

用 A 来表示而不致引起混淆. 

必须在概念上弄清楚 A 与 A|W 的异同：A 是V 的线性变换, 

V 中每个向量在 A 下都有确定的像；A|W 是不变子空间W 上的

线性变换，对于W 中任一向量 ，有 

(A|W ) =A . 

但是对于V 中不属于W 的向量来说，（A|W ）是没有意义的. 

例如，任一线性变换在它的核上引起的变换就是零变换，而

在特征子空间
0

V 上引起的变换是数乘变换 0 . 

如果线性空间V 的子空间W 是由向量组 s ,,, 21  生成

的，即 ),,,( 21 sLW   ，则W 是 A-子空间的充要条件为

A
1 ,A

2 ,…, A s 全属于W . 

下面讨论不变子空间与线性变换矩阵化简之间的关系. 

1）设 A 是维线性空间V 的线性变换，W 是V 的 A-子空间.

在W 中取一组基 k ,,, 21  ,并且把它扩充成V 的一组基 

nkk  ,,,,,, 121   .                        (1) 

那么，A 在这组基下的矩阵就具有下列形状 













































2

31

1,

,11,1

1,1

11,1111

00

00 AO

AA

aa

aa

aaaa

aaaa

nnkn

nkkk

knkkkkk

nkk













.              (2) 

并且左上角的 k 级矩阵
1A 就是A|W 在的基 k ,,, 21  下的矩阵. 

2) 设V 分解成若干个 A-子空间的直和： 
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sWWWV  21 . 

在每一个 A-子空间 iW 中取基 

),,2,1(,,, 21 si
iinii                          

(3) 

并把它们合并起来成为V 的一组基 I .则在这组基下，A 的矩阵具

有准对角形状 





















sA

A

A


2

1

                       (4) 

其中 ),,2,1( siAi  就是 A|W 在基(3)下的矩阵. 

反之，如果线性变换 A 在基 I 下的矩阵是准对角形（4），

则由（3）生成的子空间 iW 是 A-子空间. 

由此可知，矩阵分解为准对角形与空间分解为不变子空间的

直和是相当的. 

下面应用哈密尔顿-凯莱定理将空间V 按特征值分解成不变

子空间的直和. 

定理 12 设线性变换 A 的特征多项式为 )(f ，它可分解成一

次因式的乘积 

sr

s

rr
f )()()()( 21

21     

则V 可分解成不变子空间的直和 

sVVVV  21  

其中  VAV ir

ii   ,0)(|
 

证明  令 

( )
( )

( ) i
i r

i

f
f




 


  
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讲 

 

授 

 

新 

 

课 

     
1 11

1 1 1( ) ( ) ( ) ( )i i sr r rr

i i s        

     
 

及 

      
( )i iV f A V

 

则 iV
是

( )if A
的值域。由本节的例 3 知道 iV

是 A 的不变子空间。

显然 iV
满足    ( ) 0ir

i iA V f A V   
 

   下面来证明 sVVVV  21  

   为此要证明两点，第一，要证 V 中每个向量

都可表成 

1 2= + + + , 1,2, ,s i iV i s      ，
 

其次，向量的这种表示法是唯一的。 

显 然 1 2( ) ( ) ( )) 1sf f f   （ ， ，，
， 因 此 有 多 项 式

1 2( ) ( ) ( )su   ，u ，，u
使 

   1 1 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1su f u f u f        
 

于是 

    1 1 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )su A f A u A f A u A f A E   
 

这样对 V 中每个向量

都有 

    1 1 1 2 1= ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )su A f A u A f A u A f A     
 

其中 

    
( ) ( ) ( )i i i iu A f A f A V V 

  
1,2, ,i s

 

这就证明了第一点。 

为证明第二点，设有 

1 2+ + + =0s  
      （5） 

其中 i 满足 

      
( ) 0ir

i iA   
  

1,2, ,i s
      （6） 
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现在证明任一个
=0i  

      因
( ) ( )( )jr

j if j i   
，所以

( ) =0i if A 
 

又 

       
( ) ( ) ) 1ir

i if    （ ，
 

所以有多项式    u v ，
使 

         ( ) ( ) 1ir

i iu f v      
 

于是 

         = ( ) 0ir

i i i i iu A f A v A A     
 

  现在设 1 2+ + + =0s  
 

其中 i iV 
当然   i 满足 

      
( ) 0ir

i iA   
  

1,2, ,i s
 

所以
=0i ，

1,2, ,i s
 

   由此可得到第一点中的表示法是唯一的 

再设有一向量
( ) ir

iA  
的核，把


表示成 

      1 2= + + + s   
  i iV 

  
1,2, ,i s

 

即 

      1 2+ + +( ) =0i s      
 

令
= , ,j i i ij i      

，则 1 2 s  ， ， ，
是满足（5）和（6）

的向量。所以 1 2= = = =0i s    
，于是

= i iV  
，这就证

明了 iV
是

( ) ir

iA 
的核，即

 VAV ir

ii   ,0)(|
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新 

 

知 

 

扩 

 

展 

《高等代数选讲》本节课典型例题。 

188 页 19.20 

开拓学生视

野 

 

 

 

小 

 

 

结 

掌握不变子空间的概念及其不变子空间的判断方法，深刻理解线

性空间分解成不变子空间直和的充要条件。 

若线性变换 A 与 B 是可交换的，则 B 的核与值都是 A-子空

间.因为 A 的多项式 f (A)是和 A 交换的，所以 f (A)的值域与核都

是 A-子空间. 

 

 

 

 

 

思 

考 

与 

练 

习 

            

例 1 整个空间V 和零子空间 0 ，对于每个线性变换 A，都

是 A-子空间. 

例 2  A 的值域与核都是 A-子空间. 
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教 

学 

反 

思 

  不变子空间是本章最抽象的概念。需要督促学生线上多预习，学习通微

课，做好预习。 
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授课题目 §9.1 定义与基本性质 教学时数 2 学时 

线上预习目

标 

1. 了解欧氏空间的定义 

2. 了解数学家欧几里得的生平 

3. 了解度量矩阵的定义 

教学目标 

掌握欧氏空间，向量的长度，夹角，垂直，线性变换的度量矩阵的概念和度量矩阵

的性质。培养学生的逻辑推理能力，抽象思维能力和分析问题、解决问题的能力。 

思政目标 

1. 欧几里得生平激励学生勇于探索科技高峰的精神 

2. 培养学生严谨的科学精神 

教学重点 欧式空间的定义。 

教学难点 欧氏空间的判定及证明。 

教学方法 

线上线下混合式教学（0.8 学时

+1.2 学时） 

线上（0.8 学时） 

（1）预习学银在线本节视频课 

（2）线上随堂练习或线上预习测

试 

（3）学习学习通的“欧氏空间的

定义解析”（自制） 

（4）学习学习通“度量矩阵及 11

题解析”微课（自制） 

（5）学习学习通作业题微课（自

制） 

线下（1.2 学时）：讨论式（师生讨

论）、引导式、示范启发式 

 

教学手段 

线上线下混合式教学 

（线上学银在线视频课预习+

线上学习通自制微课复习+ 

线下讨论、讲授式相结合） 

教学过程 设计意图 



  

157 
 

线 

上 

教 

学 

过 

程 

教师：（线上教学准备） 

1.学习通“通知”发布学生预习的“学银在线视频课”的内容及预习后回

答的问题。 

2.为学生编写、设计、发布学习通-活动-随堂测验的预习测验题。 

3.录制“欧氏空间的定义解析”微课，上传学习通。 

4．录制“度量矩阵及 11 题解析”微课，上传学习通 

学生：（线上学习内容） 

5. 学生学习通预习学银在线本节课的视频课 

并在学习通讨论区提问不懂的地方，师生共同讨论 

6.学生学习通-活动-随堂练习，完成本节课预习测验题 

7. 预习学习通“欧氏空间的定义解析”微课（自制） 

8.学习通“度量矩阵及 11 题解析”微课（自制），复习用 

 

 

 

 

 

教师：（线上教学总结） 

9.通过学习通后台的“统计”了解学生视频课任务点完成情况，督促未完

成同学完成，确保任务点完成率达百分之百。 

10.借助“学习通随堂测验”的“成绩统计”，了解学生知识点掌握情况。 

 

1.学生带着

问题学习视

频课，使学

生 把 握 重

点，有的放

矢，提高预

习效果 

2.检验预习

效果 

3、4、5、6、

7 通过视频

课预习，提

前了解本节

课内容，加

深知识点理

解。 

8.复习用，

加深理解 

 

9、10.通过

预习测验题

的扇形统计

图，了解学

生的知识点

掌握情况，

使线下教学

更 有 针 对

性。 

 

线 

下 

课 

程 

导 

入 

提问学生：通过线上预习，有哪些收获？ 

1.欧几里得空间的定义与证明 

2.度量矩阵 

 

线性空间中向量的运算只有加法和数量乘法，统称为线性运算。如果

我们以几何空间为线性空间的具体模型，就会发现向量的度量性质，

如长度，夹角等，在线性空间的理论中都没有得到反映。因此，有必

要引入度量的概念。 

在解析几何中，向量的长度与夹角都是通过向量的内积来表示的，因

此，我们在一般的线性空间中引入内积。 

  

检验预习效

果 

 

 

 

锻炼学生的

抽象思维能

力 

线 

 

下 

（一）欧几里得空间的定义 

    定义 1  设V 是实数域R 上的线性空间，在V 上定义了一个二元实
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函数，称为内积，记为  ,  ，它具有以下性质：对任意的 , , V    ，

任意的 kR ， 

①    , ,    ； 

②    , ,k k    ； 

③      , , ,         ； 

④  , 0   当且仅当 0  时，  , 0   。 

这样的线性空间V 称为欧几里得空间。 

例 1 在 nR 里 ， 对 于 任 意 两 个 向 量
1 2 ,( ,, ),nx x x   

1 2( , , , ),ny y y   规定 

                 1 1 2 2, n nx y x y x y     ．           (1) 

容易验证，定义 1 中的公理 1)－4)都成立，因而 nR 关于这样定义的内积

是一个 Euclid 空间． 

又若规定 

  1 1 2 2, 2 n nx y x y nx y     ． 

不难验证，这时 nR 也作成一个 Euclid 空间． 

 

这个例子表明，对同一个向量空间可以引入不同的内积，使它们分

别作成 Euclid 空间．  

例 2  在实向量空间 n mR  中规定 

 , ( )A B Tr AB  

容易验证它满足定义 1 的四条公理，因此 n mR  关于这个内积成为一个

nm 维 Euclid 空间． 

例 3  设 [ , ]C a b 是定义在 [ , ]a b 上一切连续实函数所成的向量空

间．设 ( ), ( ) [ , ]f x g x C a b ，规定 

                ( , ) ( ) ( )
b

a
f g f x g x dx  ．                   (2) 

根据定积分的基本性质可知，内积的公理 1)－4)都成立，因而 [ , ]C a b 作

成一个 Euclid 空间． 

例 4  令 H 是一切平方和收敛的实数列 

1

1

2( , , ) :, , i

i

n xx x x




    

所成的集合．在 H 中用自然的方式定义加法和数乘运算： 

设
1 2 1 2( , , ), ( , , , , ), , n nx x x y y y k R   ， ．规定 

1 1 2 2, ,( , , ),n nx y x y x y        

1 2 , , ).,( , nk xk kx kx   

则 H 是实向量空间．又规定 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

让学生知道

如何证明或

判定线性空

间是欧式空

间 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

例题采用讨

论式教学，

培养学生的

合作意识 
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 
1

, i i

i

x y 




 ， 

则 H 是一个 Euclid 空间，通常叫做 Hilbert 空间． 

 

注：① 实数域上同一线性空间V 中，定义的内积不同，得到不同的欧几

里得空间； 

② 在欧几里得空间中，向量  0 与  , 0   是等价命题，这个命题

给出欧几里得空间中证明向量为零向量的方法； 

③欧几里得空间 nR 的内积（如无特殊说明）指的是：对 nR 中任意二向

量 

   1 2 1 2, , , , , , , n na a a b b b   

  1 1 2 2,     n na b a b a b  。 

（二）欧几里得空间的性质 

设 V 是一个 Euclid 空间． 

性质 1. 由内积的对称性，对应于性质 2)及 3)，我们有 

( , ) ( , ) ( , ) ( , );k k k k           

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ).                     

性质 2. 向量  0 的充分必要条件为 V  ，有  , 0   。 

这是因为由定义得到 

( ,0) = (0, ) = 0  ， .V   

反过来，令   则有 ( , ) 0     0  

（三）欧几里得空间的度量性概念 

注意到 ( , )  总是非负实数，因而可以合理地引入向量长度的概

念． 

定义 2  设 是 Euclid 空间 V 的一个向量．非负实数 ( , )  的算术

根 ( , )  叫做 的长度，用符号  表示，即 

( , ).                     (2) 

这样，Euclid 空间的每一向量都有一个确定的长度．零向量的长度

是零，任意非零向量的长度是一个正数． 

例 5  设 nR 是例 1 中关于标准内积的 Euclid 空间． nR 的向量

1 2 ,( , ), nx x x  的长度是 

( , )   =
2 2 2

1 2 n
x x x   ． 

由长度的定义，对于 Euclid 空间中任意向量 和任意实数 k，有 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

帮助学生理

解欧式空间

度量性概念

和合理性 
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( , ) ( , )k k k k k       2
．         (3) 

因此，一个实数 k 与一个向量 的乘积的长度等于 k 的绝对值与 的长

度的乘积． 

我们把长度是 1 的向量叫做单位向量．由(2)，若 是一个非零向量， 

则  是一个单位向量，叫做 的单位化向量． 

 

下面证明 Euclid 空间的一个重要不等式． 

命题 1 设 V 是一个 Euclid 空间，对于 , V   ，有不等式 

 ,   
                               

 (4)
  

当且仅当 ,  线性相关时，等号才成立。     

证  若 与  线性相关，则  0 或者 k  ，无论哪一种情况

都有 

( , ) ( , )( , ).     2  

若 与  线性无关，则对于任意实数 t，都有 t   0．于是 
2( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) 0.t t t t                

即 
2( , ) 2 ( , ) ( , ) 0.t t         

这个不等式左边是 t 的一个二次三项式，因而它的判别式必小于零，故
2( , ) ( , )( , ).                                

例 6  在 nR 中．由不等式(4)推出，对于a1，a2，…，an，b1，b2，…，

bn∈ R ，都有不等式 

(a1b1+…+anbn)2≤
2 2 2 2

1 1( )( )   n na a b b ．      (5) 

不等式(5)叫做 Cauchy 不等式． 

例 7  考虑例 3 的欧氏空间 C[a，b]．由不等式(4)推出，对于f(x)，

g(x)∈C[a，b]，有不等式 


b

a
dxxgxf )()( ≤ 2 2( ) ( ) 

b b

a a
f x dx g x dx ．        (6) 

不等式(6)叫做 Schwarz 不等式． 

Cauchy 不等式和 Schwarz 不等式看起来似乎没有什么共同之处，然

而这两个不等式却统一在 Euclid 空间的不等式(4)中．因此，通常把不等

式(4)叫做 Cauchy－Schwarz 不等式；有时也称之为 Cauchy－Буняковски

й 不等式． 

由不等式(4)，进而定义 Euclid 空间中两个向量的夹角． 

定义 3  设 与  是 Euclid 空间的两个非零向量． 与  的夹角

由以下公式定义： 

  cos =
( , ) 

 
． 

由不等式(4)，我们有 

－1≤
( , ) 

 
≤1， 

所以这样定义夹角是合理的．因此，Euclid 空间中任意两个非零向量有

唯一的夹角 (0≤≤π)． 

在 Euclid 空间中定义向量的长度和夹角是解析几何里向量长度和夹
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角概念的自然推广． 

定义 4  设 ,  是 Euclid 空间 V 的两个向量，若 ( , ) 0   ．则称

与  正交，记作 .   

由定义可以看出，只有0 才与自己正交；0 与任意向量正交。 

 

例如，在 Euclid 空间 nR 中，向量 

ei =(0，…，0，
)(

1
i

，0，…，0)，i=1，2，…，n， 

两两正交． 

设 ,  是 Euclid 空间的任意向量，由定理 9.1.1，我们有 

 
2

, ( , ) 2( , ) ( , )                   
2 2 22 ( ) .           

由于   和   都是非负实数，所以我们有 

      ．                (7) 

同时易将熟知的勾股定理推广为 

命题 2  设 ,  是 Euclid 空间的两正交向量，则 
2 2 2

      ．                 

推论 1  设
1 2, , , t   是 Euclid 空间中的两两正交的向量，则 

       
2 22 2

1 2 1 2
.

m m
                         

  在 Euclid 空间中，两个向量 与  的距离  ,d   指的是  的长

度 .   根据内积的定义和公式(7)，容易看出，距离具有下列性质： 

当  时，  ,d   ＞0；              (8) 

   , ,d d    ；                  (9) 

 ,d   ≤  ,d   +  ,d   ，            (10) 

这里 , , V    是 Euclid 空间的任意向量．不等式(10)称为三角形不等

式．在解析几何里，这个不等式的意义就是一个三角形两边之和大于第

三边． 

将 Euclid 空间中距离的概念普遍化，可以引入 

定义 5  设 E 是一个非空集合，d 是 E×E 到 R 的一个映射．若对x，

y，z∈E，都有 

1)对称性  d(x，y)=d(y，x)； 

2)正定性  d(x，y)≥0，等号成立当且仅当 x=y； 

3)三角形不等式  d(x，z)≤d(x，y)+d(y，z)， 

则称 d 是一个距离(或度量)．若集合 E 定义了一个距离 d，则称 E 是一个

度量空间．把 d(x，y)称为 x 与 y 之间的距离． 

命题 3  在 Euclid 空间 V 中，对于 ,  ∈V，定义 

 , . d     ， 

则 d 是一个距离．从而 Euclid 空间 V 对于这个距离 d 成为一个度量空

间．                                                 

(四)Euclid 空间的度量矩阵 

在高等代数中，我们兴趣的是 n 维 Euclid 空间，同学们自然会问，

这样空间的内积如何确定？下面我们来回答这个问题． 
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设 V 是一个 n 维 Euclid 空间，在 V 中取一组基
1 2, , , n    ,则

 ,  ∈V：
1

n

i i

i

x 


 ，
1

n

i i

i

y 


 ．于是， 与  的内积为 

 
1 1

( , ) ,
n n

i j i j

i j

x y   
 

 ． 

令 ( , )ij i ja   ，i，j=1，2，…，n，A=(aij)nn，则 A=A．因此 

1 1

( , )
n n

ij i j

i j

a x y 
 

 = XAY．            (11) 

其中 

1 1

2 2
,

   
   
    
   
   
   n n

x y

x y
X Y

x y

 

分别是 ,  的坐标，矩阵 A 叫做基
1 2, , , n   的度量矩阵． 

上面的讨论表明，在知道了一个基的度量矩阵之后，任意两个向量

的内积就可以通过坐标按(11)来计算，因而度量矩阵完全确定了内积． 

若
1 2, , , n   是 V 的 另 外 一 组 基 ， 且 由

1 2, , , n   到

1 2, , , n   的过渡矩阵为 C，即 

   1 2 1 2( , , , ) , , ,n n C      ． 

则不难算出，基
1 2, , , n   的度量矩阵 

B=(bij)= (( , ))i j  nn=C AC．           (12) 

这就是说，不同基的度量矩阵是合同的． 

根据条件 4)，对于非零向量 ，即坐标 X≠(0，0，…，0)，则 

( , )  = XAX＞0． 

因此，度量矩阵是正定的． 

反之，给定了任一个 n 阶正定矩阵，按(11)定义 V 的二元实函数就

是一个内积， V 关于这个内积就成了一个 Euclid 空间 , 并且基

1 2, , , n   的度量矩阵就是 A . 所以，n 维 Euclid 空间的内积完全由实

正定二次型所刻画． 

显然，Euclid 空间的子空间在所定义的内积之下也是一个 Euclid 空间． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

帮助学生理

解度量矩阵

的意义 
 

 

 

 

课 

后 

练 

习 

设
1 2( , ),a a 

2

1 2( , )b b R   ， ,p q为两个实常数。证明： 2R 对于内

积           1 2 1 2, pa a qbb     

 构成欧式空间的充要条件为 0, 0.p q   

让学生知道

如何证明或

判定一个数

集不是数域 

小 

 

结 

本节主要学习了： 

①欧式空间的定义；② 度量概念—向量长度和夹角；③ 基底的度量矩阵 
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思 

考 

与 

练 

习 

分析欧式空间与解析几何中三维空间 3R 的联系和区别。 
加深对欧式

空间性质的

理解 

作 

业 

P389  1–5; 

 

 

 

 

教 

学 

反 

思 

   通过介绍欧氏空间的背景，思政元素的渗透，激发了学生的学习兴趣。 

本节课教学，从课堂的学习通随堂测验的成绩统计看，取得了不错的效果。 
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授课题目 §9.2 标准正交基 教学时数 2 学时 

线上教学目

标 

1. 了解标准正交基的定义与性质 

2. 了解标准正交基的计算方法 

教学目标 

掌握标准正交基、正交矩阵的概念；深刻理解标准正交基的性质；熟练掌握施

密特正交化方法。 

思政目标 

1. 概念类比教学法体现“事物普遍联系”的哲学思想。 

2. 培养学生严谨的科学精神 

教学重点 标准正交基的概念与计算 

教学难点 施密特正交化方法。 

教学方法 

线上线下混合式教学（0.8 学时

+1.2 学时） 

线上（0.8 学时） 

（1）预习学银在线本节视频课 

（2）线上随堂练习或线上预习测

试 

（3）学习“标准正交基的性质微

课”（自制），加强理解。 

线下（1.2 学时）：讨论式（师生讨

论）、引导式、示范启发式 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

教学手段 

线上线下混合式教学 
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教学过程 设计意图 

线 

上 

教 

学 

过 

程 

教师：（线上教学准备） 

1.学习通“通知”发布学生预习的“学银在线视频课”的内容及预习后回

答的问题。 

2.为学生编写、设计、发布学习通-活动-随堂测验的预习测验题。 

3.录制“标准正交基的性质”微课，上传学习通。 

 

学生：（线上学习内容） 

4. 学生学习通预习学银在线本节课的视频课 

并在学习通讨论区提问不懂的地方，师生共同讨论 

5.学生学习通-活动-随堂练习，完成本节课预习测验题 

6. 学习“标准正交基的性质”微课。 

 

 

 

 

 

 

教师：（线上教学总结） 

7.通过学习通后台的“统计”了解学生视频课任务点完成情况，督促未完

成同学完成，确保任务点完成率达百分之百。 

8.借助“学习通随堂测验”的“成绩统计”，了解学生知识点掌握情况。 

 

 

1.学生带着

问题学习视

频课，使学

生 把 握 重

点，有的放

矢，提高预

习效果 

2.检验预习

效果 

3.6 对内容

加深理解 

 

4、5 通过视

频课预习，

提前了解本

节课内容，

加深知识点

理解。 

 

7、8.通过预

习测验题的

扇 形 统 计

图，了解学

生的知识点

掌握情况，

使线下教学

更 有 针 对

性。 
 

线 

下 

课 

程 

导 

入 

提问学生：通过线上预习，有哪些收获？ 

1.标准正交基的定义及性质 

2.标准基的计算 

 

Euclid 空间的度量性态可以集中体现在基上，就是这一节要阐述的

标准正交基。它较完整地揭示了 n 维 Euclid 空间的结构． 

 

检验预习效

果 

 
 

 

 

 

 

 

 

（一）标准正交基的概念 

定义 6  Euclid 空间 V 的一组两两正交的非零向量叫做 V 的一个正

交向量组． 

不难证明，正交向量组是线性无关的，事实上，设正交向量组

 

先给出标准

正交向量组

的概念和性
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1 2, , , m   满足
m mk k k     

1 1 2 2
0， 

用
i 与等式两端做内积即得 ( , ) 0i i ik    . 

由
i  0，有 ( , ) 0i i   . 从而 0ik  . 得证. 

这说明在n 维欧式空间中两两正交的向量不超过n 个。 

若正交向量组的每一个向量都是单位向量，这个正交组就叫做一个

标准正交向量组． 

例 1  向量 

1 =(0，1，0)，
2 = 









2

1
0

2

1
，， ，

3 = 









2

1
0

2

1
，， ． 

构 成 3R 的 一 个 标 准 正 交 组 ， 因 为 1 = 2 = 3 =1 ，

1 2 1 3( , ) ( , )   
2 3( , ) 0.    

 

例 2  考虑 Euclid 空间 [0,2 ]C  中函数组 

1，cosx，sinx，…，cosnx，sinnx，…          (1) 

它们构成 C[0，2π]的一个正交组．事实上 

        
2

0
1dx =2π， 

2

0
cosmxcosnxdx=









，，若

，，若

nm

nm

0


 


2

0
sin mxsinnxdx=









，，若

，，若

nm

nm

0


 


2

0
cosmxsinnxdx= 

2

0
cosnxdx = 

2

0
sin nxdx=0． 

所以 

〈1，1〉=2π,〈cosnx，cosnx〉=〈sinnx，sinnx〉=π， 

〈1，cosnx〉=〈1，sinnx〉=0， 

〈cosmx，cosnx〉=〈sinmx，sinnx〉=〈cosmx，sinnx〉= 0，其中m≠n． 

把(1)中每一向量除以它的长度，则得 [0,2 ]C  的一个标准正交组 

1 1 1 1 1

2
, cos , sin , , cos , sin ,x x nx nx

    
． 

定义 7 设 V 是一个 n 维 Euclid 空间．n 个向量
1 2, , , n   组成的

正交向量组称为 V 的一个正交基．由单位向量构成的正交基称为标准正

交基． 

例 3  Euclid 空间 nR 的基 ei=(0,…,0,
)(

1
i

,0,…,0)，i=1，2，…，n，是 nR

的一个标准正交基． 

若
1 2, , , n   是 n 维 Euclid 空间 V 的一个标准正交基， 

由定义有 

1,
( , ) .

0,
i j

i j

i j
 


 


 

因此，一组基为标准正交基的充分必要条件是：它的度量矩阵为单位阵。 

（二）标准正交基的应用 

若
1 2, , , n   是 n 维 Euclid 空间 V 的一个标准正交基．设 V 

可以唯一地写成 

质。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

标准正交组

举例 
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线 

 

1 1 2 2 n nx x x       ， 

x1，x2，…，xn 是 在基
1 2, , , n   下的坐标．由于

1 2, , , n   是标

准正交基，则 

1

( , ) ,
n

i j j i

j

x   


 
  
 
 =xi．            (2) 

因此，向量 在一个标准正交基下的第 i 个坐标等于 与第 i 个基向量

i 的内积． 

其次，令
1 1 2 2 n ny y y       ，则 

1 1 2 2( , ) .    n nx y x y x y X Y              (3) 

因此，向量 与  的内积等于它们在一标准正交基下对应坐标乘积的

和。由此还得到 

  2 2 2

1 2, nx x x       ．           (4) 

  2 2

1 1, ( ) ( )n nd x y x y                (5) 

这些公式都是解析几何里熟知公式的推广．由此表明，在 Euclid 空

间中引入标准正交基对于揭示空间结构、简化表述都有好处． 

注  不难证明，若 n 维 Euclid 空间 V 的一个基
1 2, , , n   满足

(2)(或(3))，则这个基是 V 的一个标准正交基． 

（三）标准正交基的构造 

由上面的讨论，我们自然产生这样的问题：在一个 n 维 Euclid 空间

中，标准正交基是不是存在? 下面的定理不但给予肯定的回答，而且还

给出一种方法，使得我们可以从一个任意基出发，来构造一个标准正交

基． 

定理 1  欧式空间中任一个正交向量组都能扩充成一组正交基。 

证明  设
1 2, , , m   是一正交向量组，我们对 n m 做数学归纳

法。 

当 0n m  时，它们已是一组正交基。 

假设当 n m k  时命题成立。也就是说，可以找到向量

1 2, , , k   ，使得
1 2 1 2, , , , , , ,m k      称为一组正交基。 

现在来看 1n m k   的情形。因为m n ，所以，一定有向量 不

能被
1 2, , , m   线性表出，做向量 

1 1 1 2 2     m m mk k k      

这里
1 2, , , mk k k 是待定系数。用

i 与
1m 
做内积，得 

 1( , ) , ( , )i m i i i ik         ( 1,2, , )i m  

取
 ,

( , )

i

i

i i

k
 

 
 ( 1,2, , )i m ,  有

1( , ) 0i m    ( 1,2, , )i m  

由  的选择可知，
1

0 m ，因此，
1 2 1, , , ,m m    

是一正交向量组，

根据归纳法假定，
1 2 1, , , ,m m    

可以扩充成一正交基。于是定理得

证。 

定理的证明实际上给出了一个具体的扩充正交向量组的方法。如果我

们从一个非零向量出发，按证明中的步骤逐个扩充，最后就得到一组正交

基，再单位化，就得到一组标准正交基。 

定理 2 对于 n 维欧式空间中任一组基
1 2, , , n   ，都可以找到一

 

层层递进给

出标准正交

基的概念。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

标准正交基

的作用 
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组标准正交基
1 2, , , n   ，使 

( , , , ) ( , , , ),i iL L     
1 2 1 2

 1,2, , .i n  

证 明  设
1 2, , , n   是 一组 基，我 们来逐 个地求 出向量

1 2, , , n   。 

首先，可取 1 1

1

1
 


 。一般地，假定已经求出

1 2, , , ,m    

它们是单位正交的，具有性质

( , , , ) ( , , , ),i iL L     
1 2 1 2

1,2, , .i m  

下一步求
1m 
。 

因为 ( , , , ) ( , , , ),m mL L     
1 2 1 2

 所以
1m 
不能被

, , , m  
1 2

线性表出。 按定理 9.2.2 证明中的方法，做向量 

1 1 1

1

( , ) .  



 
m

m m m i i

i

      

显然，
m  

1
0且

1( , ) 0m i   ， 1,2, , .i m  

令 1 1 1 .  m m m    , , , ,m m    1 2 1
就是一单位正交向量组，同

时， ( , , , , ) ( , , , , ).m m m mL L        
1 2 1 1 2 1

 

由归纳法原理，定理得证。                            

注：定理中要求 ( , , , ) ( , , , ),i iL L     
1 2 1 2

 1,2, , .i n  

就相当于由基
1 2, , , n   到基

1 2, , , n   的过渡阵是上三角的。 

这两个定理实际上给出了一种方法，使得我们可以从 Euclid 空间的

任意一组线性无关的向量出发，得出一个正交组．这个方法叫做 Gram

－Schmidt 正交化方法，简称正交化方法． 

设 V 是一个 n(n>0)维 Euclid 空间，取
1 2, , , n   是 V 的一个基．利用

正交化方法，可以得出 V 的一个正交基
1 2, , , n   ．再令 

,i i i    i=1，2，…，n． 

则
1 2, , , n   就是 V 的一个标准正交基．因此得到 

推论 1  任意 n(n>0)维 Euclid 空间一定有正交基，因而有标准正交基．                            

例 4  把
1 =(1，1，0，0)，

2 =(1，0，1，0)，
3 =(－1，0，0，1)，

4 =(1，－1，－1，1)变成 4R 的标准正交基． 

解  先把它们正交化，得 

           
1 1  =(1，1，0，0)， 

      
2 2  － 2 1

1

1 1

( , )

( , )

 


 
= 








 01

2

1

2

1
，，， ， 

    
3 3  － 3 1

1

1 1

( , )

( , )

 


 
－ 3 2

2

2 2

( , )

( , )

 


 
= 








 1

3

1
,

3

1

3

1
，， ， 

 

标准正交基

的 构 造 方

法，培养学

生的研究意

识 
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线 

 

下 

 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

4 4  － 4 34 1 4 2
1 2 3

1 1 2 2 3 3

( , )( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

    
  

     
  =(1,－1,－1,1)． 

再标准化，得其标准正交基为 

1 = 







00

2

1

2

1
，，， ，

2 = 







 0

6

2

6

1

6

1
，，， ， 

3 = 









12

3

12

1

12

1

12

1
，，， ，

4 = 









2

1

2

1

2

1

2

1
，，， ． 

 

由于标准正交基在 Euclid 空间中占有重要的地位，所以有必要来讨

论从一个标准正交基到另一个标准正交基的基变换公式． 

设
1 2, , , n   和

1 2, , , n   是 n 维 Euclid 空间 V 的两组标准正

交基，由
1 2, , , n   到

1 2, , , n   的过渡矩阵是 U=(uij)nn，则 

1

n

i ki k

k

u 


 ，1≤i≤n， 

且 ( , )i j ij   ．因为
1 2, , , n   是标准正交基，所以 

1 1

( , )( , )
n n

ki k lj l

k

i

l

j u u  
 

   =
1 1

( , )
n n

ki lj k l

k l

u u  
 

 


n

k
kjkiuu

1

． 

于是 

1

n

ki kj

k

iju u 


 ． 

因此，U U=
nE ，从而 U U = U U=

nE ． 

定义 8  n 级实数矩阵 A 称为正交矩阵，如果   .A A E  

这样，上面的结论可表述为 

定理 3  n 维 Euclid 空间的一个标准正交基到另一个标准正交基的过渡

矩阵是一个正交矩阵；反过来，如果第一组基是标准正交基，同时过渡

矩阵是正交矩阵，那么第二组基一定也是标准正交基。             

最后我们指出，根据逆矩阵的性质，由  A A E 即得  AA E ，

写出来就是 

1 1 2 2

1

0


    



, ;

, .
i j i j in nj

i j
a a a a a a

i j
              

这是行与行之间的关系，对应的还有列与列之间的关系式，作为练习。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

正交阵的由

来 

 

小 

 

结 

 

本节讲授了： 

①欧式空间的标准正交基及相关概念； 

② 从欧式空间的一组基构造标准正交基的 Schmidt 正交化方法； 

③ 正交矩阵。 
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思 

考 

与 

练 

习 

高代选讲本节精选 

例题 P364 1.2 

P368 2.1. 

 

巩固所学 

 

 

作 

业 

268 页 11.12  

 

教 

学 

反 

思 

学生对施密特正交化法掌握较好，但是对施密特正交化法的由来理

解不好。 

应对办法：变讲授法为探索式教学。 
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授课题目 §9.3 同构 教学时数 2 学时 

线上教学目

标 

1. 了解同构的定义 

2. 了解同构的证明方法 

教学目标 深刻理解欧氏空间同构的概念和意义；熟练掌握同构的充要条件。 

思政目标 

1. 培养学生严谨的科学精神 

2. 概念类比教学法体现“事物普遍联系”的哲学思想 

教学重点 同构的概念。 

教学难点 同构的证明。 

教学方法 

线上线下混合式教学（0.8 学时

+1.2 学时） 

线上（0.8 学时） 

（1）预习学银在线本节视频课 

（2）线上随堂练习或线上预习测

试 

线下（1.2 学时）：讨论式（师生讨

论）、引导式、示范启发式 

 

 

教学手段 

线上线下混合式教学 

（线上学银在线视频课预习+ 

线下讨论、讲授式相结合） 

教学过程 设计意图 

线 

上 

教 

学 

过 

程 

教师：（线上教学准备） 

1.学习通“通知”发布学生预习的“学银在线视频课”的内容及预习后回

答的问题。 

2.为学生编写、设计、发布学习通-活动-随堂测验的预习测验题。 

 

 

学生：（线上学习内容） 

3. 学生学习通预习学银在线本节课的视频课 

并在学习通讨论区提问不懂的地方，师生共同讨论 

4.学生学习通-活动-随堂练习，完成本节课预习测验题 

 

 

1.学生带着

问题学习视

频课，使学

生 把 握 重

点，有的放

矢，提高预

习效果 

2.检验预习

效果 

 

 

3、4.通过视
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教师：（线上教学总结） 

5.通过学习通后台的“统计”了解学生视频课任务点完成情况，督促未完

成同学完成，确保任务点完成率达百分之百。 

6.借助“学习通随堂测验”的“成绩统计”，了解学生知识点掌握情况。 

 

 

频课预习，

提前了解本

节课内容，

加深知识点

理解。 

 

5、6.通过预

习测验题的

扇 形 统 计

图，了解学

生的知识点

掌握情况，

使线下教学

更 有 针 对

性。 
 

线 

下 

课 

程 

导 

入 

提问学生：通过线上预习，有哪些收获？ 

1.同构的定义 

2.同构的证明方法 

 

 

Euclid 空间是特殊的线性空间，这一节我们来讨论 Euclid 空间的同

构问题． 

 

检验预习效

果 

 

 

 

线 

 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

（一）同构的概念 

定义 8  Euclid 空间 V 与 W 称为是同构的，若存在 V 到 W 的一个双

射 :V W 满足 

1)   ( ) ( ) ( );         

2) ( ) ( );k k      

3) ( ( ), ( )) ( , ).       

这里 , ,V   .k R 这样的映射 称为 V 到 W 的一个同构映射． 

由定义立即看出，如果 是 Euclid 空间 V 到 W 的一个同构映射，

那么 也是 V 到 W 做为线性空间的一个同构映射。因此，同构的欧式

空间必然有相同的维数。 

（二）同构的性质和判定 

若
1 2, , , n   是 n 维 Euclid 空间 V 的一组标准正交基，则 V 中每个

向量 都可表为 

1 2 21    n nx xx     

令             

1 2( ) ( , , , )  n

nx x x R   

我们知道，这是 V 到 nR 的一个双射，并且满足同构映射的要求，因而， 

 

 

与双射概念

联系教学，体

现事物普遍

联系的哲学

思想。 
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任意 n维 Euclid 空间都与 n
R 同构．       

此外，还可以证明，同构做为欧式空间之间的关系具有反身性、对

称性和传递性。 

既然每个 n 维 Euclid 空间都与 n
R 同构，按照对称性和传递性即得，

任意两个 n 维 Euclid 空间同构。综上，就有 

定理 3  两个有限维 Euclid空间同构的充分且必要条件是它们的维

数相等． 

这个定理说明，从抽象的观点来看，欧式空间的结构完全被它的维

数所决定。 

 

 

小 

 

结 

 

本节讲授了： 

① 欧式空间同构的概念； 

② 欧式空间同构的判定定理。 

 

 

 

思 

考 

与 

练 

习 

高代选讲对应典型例题 巩固所学 

 

作 

业 

书后 8 题。 

 
 

 

教 

学 

反 

思 

  教学中注意采用类比式教学，比较线性空间与欧氏空间同构的区别， 

作为预习作业，起到温故知新的效果。 
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授课题目 §9.4 正交变换 教学时数 4 学时 

线上教学目

标 

1. 了解正交变换的定义 

2. 了解正交变换的等价条件 

教学目标 
通过教学，使学生基本掌握 Euclid 空间正交变换的定义、性质、判别及其初步

分类． 

思政目标 培养学生严谨的科学精神 

教学重点 正交变换的刻画 

教学难点 正交变换的分类（如第二类正交变换的理解）与相关习题的解决 

教学方法 

线上线下混合式教学（1.6 学时

+2.4 学时） 

线上（1.6 学时） 

（1）预习学银在线本节视频课 

（2）线上随堂练习或线上预习测

试 

（3）学生学习“正交矩阵与标准

正交基”微课（自制） 

（4）学生学习“正交矩阵的等价

刻画”微课（自制） 

（5）学生学习“正交变换保持标

准正交基”微课（自制） 

线下（2.4 学时）：讨论式（师生讨

论）、引导式、示范启发式 

 

 

 

 

 

教学手段 

线上线下混合式教学 
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教学过程 设计意图 

线 

上 

教 

学 

过 

程 

教师：（线上教学准备） 

1.学习通“通知”发布学生预习的“学银在线视频课”的内容及预习后回

答的问题。 

2.为学生编写、设计、发布学习通-活动-随堂测验的预习测验题。 

3. 录制基础知识点微课“正交矩阵与标准正交基”微课（自制） 

4. 学生学习“正交矩阵的等价刻画”微课（自制） 

5.学生学习“正交变换保持标准正交基”微课（自制） 

 

 

学生：（线上学习内容） 

6. 学生学习通预习学银在线本节课的视频课 

并在学习通讨论区提问不懂的地方，师生共同讨论 

7.学生学习通-活动-随堂练习，完成本节课预习测验题 

8.学习教师自制 3个微课。 

 

 

 

 

 

 

教师：（线上教学总结） 

9.通过学习通后台的“统计”了解学生视频课任务点完成情况，督促未完

成同学完成，确保任务点完成率达百分之百。 

10.借助“学习通随堂测验”的“成绩统计”，了解学生知识点掌握情况。 

 

 

1.学生带着

问题学习视

频课，使学

生 把 握 重

点，有的放

矢，提高预

习效果 

2.检验预习

效果 

 

 

3、4、5、8

对课堂内容

要点以微课

形式回顾，

便于学生课

后复习。 

6、7 线上预

习以及检验

预习效果。 

 

9、10.通过

预习测验题

的扇形统计

图，了解学

生的知识点

掌握情况，

使线下教学

更 有 针 对

性。 

 

线 

下 

课 

程 

导 

入 

提问学生：通过线上预习，有哪些收获？ 

1.正交变换的定义 

2.正交变换的性质及等价条件 

 

 

本节转向 Euclid 空间的线性变换．自然地，首先是考察 Euclid 空间

中保持内积不变的线性变换．这一节我们就来阐述这类变换． 

 

检验预习效

果 
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线 

 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

9.4.1  正交变换的概念 

定义 9  设 V 是一个 Euclid 空间， 是 V 的线性变换．若 保持向

量的内积不变，即 ,  ∈V，都有 

         ( ( ), ( )) ( , )                      (1) 

则称 是 V 上的一个正交变换． 

从定义 1 容易看出，V 的正交变换保持向量的长度不变，保持两个

非零向量的夹角不变，保持正交性不变． 

定理 4  设 是 n 维 Euclid 空间 V 的一个线性变换，则下列命题等

价： 

1)  是正交变换； 

2)  保持长度不变； 

3) 若
1 2
, , ,

n
   是 V 的 一 组 标 准 正 交 基 ， 则

1 2
( ), ( ), , ( )

n
      也是 V 的标准正交基； 

4)  在 V 的任意一组标准正交基下的矩阵是正交矩阵． 

证  1)2) 如果 是正交变换，则 ( ( ), ( )) ( , ).       

两边开方即得 ( ) .    

反过来，如果 保持长度不变，那么 

( ( ), ( )) ( , ),        ( ( ), ( )) ( , ),       

( ( ), ( )) ( , ).               

把最后的等式展开即得 

( ( ), ( )) 2( ( ), ( )) ( ( ), ( ))              

( , ) 2( , ) ( , )        . 

再利用前两个等式，就有 ( ( ), ( )) ( , ).       

也就是说， 是正交变换. 

1)3)  若
1 2, , , n   是 n 维 Euclid 空间 V 的一组标准正交基，即 

当 i j 时， ( , )i j  1；当 i j 时， ( , )i j  0. , 1,2, , .i j n  

如果 是正交变换, 那么当 i j 时， ( ( ), ( ))i j    1；当 i j

时， ( ( ), ( ))i j    0. , 1,2, , .i j n  

这就是说，
1 2

( ), ( ), , ( )
n

      是 V 的标准正交基. 反过来，

如 果
1 2

( ), ( ), , ( )
n

      是 V 的 标 准 正 交 基 , 那 么 由

1 1 2 2 n n
x x x       ，

1 1 2 2 n n
y y y       有 

1 1 2 2
( ) ( ) ( ) ( )

n n
x x x           ， 

1 1 2 2
( ) ( ) ( ) ( )

n n
y y y           ． 

从而 

( ( ), ( ))      
1 1 2 2 n n

x y x y x y   = ( , )  ． 

因此， 是正交变换. 

3)4)  设 在标准正交基
1 2
, , ,

n
   下的矩阵是 A ，即 

1 2 1 2
( , , , ) ( , , , )

n n
A        

由假设知：
1 2

( ), ( ), , ( )
n

      也是 V 的标准正交基，故基

1 2
, , ,

n
   到基

1 2
( ), ( ), , ( )

n
      的过渡矩阵 A 是正交矩阵. 

反过来，如果 A 是正交矩阵，那么
1 2

( ), ( ), , ( )
n

      也是 V 的标

准正交基.         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

此处循环论

证体现逻辑

严密性，培

养学生严谨

的科学精神 
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线 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

据上，在标准正交基下，n 维 Euclid 空间 V 的正交变换与实 n 阶正

交矩阵一一对应．因而可利用正交矩阵将正交变换分类． 

注意到 AA E  ，取行列式有 1A   , 即正交矩阵的行列式等于

1 或－1．行列式等于 1 的正交变换称为旋转，或者称为第一类的；行列

式等于－1 的正交变换称为第二类的． 

例 1  在 Euclid 空间 V 中取一个标准正交基
1 2
, , ,

n
   ．定义 V

上的一个线性变换 ，使得 

1 1
( )    ， ( )

i i
   ，i=2，…，n， 

则 在基
1 2
, , ,

n
   下的矩阵为 A=diag(－1，In－1)．显然 A 是正交矩

阵，因此 是正交变换．由于|A| = －1，因此 是第二类的．这个正

交变换是关于超平面 W=L(
1 2
, , ,

n
   )的一个镜面反射． 

 

 

补充：命题 1  Euclid 空间 V 上的正交变换 一定是线性变换． 

证  先证 ,  ∈V, 有 

．事实上，  

( ( ) ( ( ) ( )), ( ) ( ( ) ( )))                    
2 2

2( ) ( ( ),( ( ) ( )) ( ) ( )                     
2

2 2( ( ), ( )) ( ( ), ( ))                  
2 2

2( ) ( ) ( ( ), ( ))           
2 2 2

2 2 2( , ) ( , ) ( , )                     
2 2

2 0( , ) .                

所以 保持加法运算．同理可证 ( ) ( ),k k    , .V k P    故

 是 V 的一个线性变换．            

命题 2  Euclid 空间 V 上的正交变换 一定是单射．因此，有限维

Euclid 空间的正交变换是可逆变换． 

证  因为 ( ( ), ( )) ( , )      ，所以 

0 0 0 0ker ( ) ( ( ), ( )) ( , ) .V                 

从而 0ker { }V  ．因此 是单射．此时，当 dimV=n，则 是满射，所

以 是双射，故 可逆．       

注意到 Euclid 空间 V 的任一自同构 均保持内积不变，因此由命题

2 立得 

推论 1  有限维 Euclid 空间 V 的变换 是正变变换的充分必要条件

为 是 Euclid 空间 V 的自同构．             

我们可从另外一个角度来刻画正交变换，即 

定理 1  Euclid 空间 V 到自身上的变换 是正交变换的充要条件为

 是保持向量的长度不变的线性变换． 

证  必要性从定义 9 和命题 1 立即得到． 

充分性  设 ( )L V  ，且保持向量的长度不变，则 ,  ∈V，有 

( ( ), ( )) ( , ).                     (2) 

(2)式的左边、右边分别为 
2 22( ( ) ( ), ( ) ( )) | ( ) | ( ( ), ( )) | ( ) |                     

                          2 22| | ( ( ), ( )) | |         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

采用师生讨

论、生生讨

论，激发学

习积极性 
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                          2 22| | ( , ) | | .       

所以， ( ( ), ( )) ( , )      ．故 是正交变换．    

显然，Euclid 空间 V 的任两正交变换 ， 的乘积仍然是正交变换． 

 

 

小 

 

结 

 

本节讲授了： 

① 正交变换的概念； 

② 正交变换的等价条件； 

① 正交矩阵的定义及其分类。 

 

 

 

思 

考 

与 

练 

习 

正交变哈在几何中有何应用？用 Matlab 作图回答。  

 

作 

业 

书后 10-18. 
 

 

教 

学 

反 

思 

  正交变换的等价条件的证明采用循环论证，对学生的思维是很好的锻

炼。若能安排学生课前分组讨论预习，课上学生讲解效果更好。 
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授课题目 §9.5 子空间 教学时数 4 学时 

线上预习目

标 
子空间的概念及性质 

教学目标 理解欧氏空间子空间的概念及其正交关系。 

思政目标 

1. 概念类比教学法体现事物的普遍联系的哲学思想 

2. 培养学生严密的科学精神 

教学重点 子空间的正交补。 

教学难点 子空间正交补存在唯一性定理的证明。 

教学方法 

线上线下混合式教学（1.6 学时

+2.4 学时） 

线上（1.6 学时） 

（1）预习学银在线本节视频课 

（2）线上随堂练习或线上预习测

试 

（3）学生学习本节课作业题微课

（自制） 

线下（2.4 学时）：讨论式（师生讨

论）、引导式、示范启发式 

 

 

 

教学手段 

线上线下混合式教学 

（线上学银在线视频课预习+

线上学习通自制微课复习+ 

线下讨论、讲授式相结合） 

教学过程 设计意图 

线 

上 

教 

学 

过 

教师：（线上教学准备） 

1.学习通“通知”发布学生预习的“学银在线视频课”的内容及预习后回

答的问题。 

2.为学生编写、设计、发布学习通-活动-随堂测验的预习测验题。 

 

 

学生：（线上学习内容） 

3. 学生学习通预习学银在线本节课的视频课 

1.学生带着

问题学习视

频课，使学

生 把 握 重

点，有的放

矢，提高预

习效果 

2.检验预习
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程 

 

 

 

 

并在学习通讨论区提问不懂的地方，师生共同讨论 

4.学生学习通-活动-随堂练习，完成本节课预习测验题 

 

 

 

 

 

 

教师：（线上教学总结） 

5.通过学习通后台的“统计”了解学生视频课任务点完成情况，督促未完

成同学完成，确保任务点完成率达百分之百。 

6.借助“学习通随堂测验”的“成绩统计”，了解学生知识点掌握情况。 

 

 

效果 

 

 

3、4.通过视

频课预习，

提前了解本

节课内容，

加深知识点

理解。 

 

5、6.通过预

习测验题的

扇 形 统 计

图，了解学

生的知识点

掌握情况，

使线下教学

更 有 针 对

性。 
 

线 

下 

课 

程 

导 

入 

提问学生：通过线上预习，有哪些收获？ 

1.子空间的定义 

2.子空间正交补的存在唯一性定理 

 

Euclid 空间是特殊的线性空间，这一节我们来讨论 Euclid 空间的子

空间的问题． 

 

检验预习效

果 
 

线 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

定义 10 设 21 ,VV 是欧氏空间V 中两个子空间 .如果对于任意的

21 , VV   ，恒有 

0),(   

则称 21 ,VV 为正交的，记为 21 VV  .一个向量 ，如果对于任意的 1V ，

恒有 

0),(   

则称 与子空间 1V 正交，记为 1V . 

因为只有零向量与它自身正交，所以由 21 VV  可知  1 2 0V V  ；

由 1V , 1V 可知 0  . 

定理 5 如果子空间
1 2, , , sV V V 两两正交，那么和

1 2 sV V V   是

直和. 

证明：设 ,
i i

V   1 2, , , ,i s  且
1 2

0.
s

       

我们来证明 0.
i

   事实上，用
i

 与等式两端做内积，利用正交性得 

                    0( , ) .
i i

    

从而 0
i

  1 2( , , , ).i s  这就是说，和
1 2 sV V V   是直和。 

 

 

与一般线性

空间的子空

间概念类比 
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定义 11  子空间 2V 称为子空间 1V 的一个正交补，如果 21 VV  ，并

且 VVV  21 . 

显然，如果 2V 是 1V 的正交补，那么 1V 也是 2V 的正交补. 

定理 6 n 维欧氏空间V 的每一个子空间 1V 都有唯一的正交补. 

证明：如果  1 0V  ，那么它的正交补就是V ，唯一性就是显然的。 

设  1 0V  . 欧式空间的子空间在所定义的内积之下也是一个欧式

空间. 因此，可取 1V 的一组正交基
1
, ,

m
  ，再将它扩充为V 的一组正

交基
1 1
, , , , , .

m m m
   


 

显然子空间
1

( , , )
m m

L  


就是 1V 的正交补。 

再来证唯一性。设
2 3
,V V 都是 1V 的正交补，于是 

1 2 1 3
.V V V V V     

令
2
,V  由第二式即有

1 3
,     其中

1 1
,V 

3 3
.V   因为 

1
   所以 

1 1 3 1 1 1 3 1 1 1
0( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .                 

即
1

0.   由此得知
3
,V  即

2 3
.V V  

同理可证：
3 2

.V V  因此
2 3

.V V   唯一性得证。 

1V 的正交补记为


1V ，由定义可知 

维（ 1V ）+维（


1V ）= n . 

推论 


1V 恰由所有与 1V 正交的向量组成. 

由分解式 


 11 VVV  

可知，V 中任一向量 都可以唯一分解成 

21    

其中
1 1,V   

2 1V  . 称 1 为向量 在子空间 1V 上的内射影. 

 

 

 

 

 

 

学生讲授此

定理证明，

检验预习效

果 

 

 

 

小 

 

结 

 

本节讲授了： 

① 欧式空间子空间正交和子空间正交补的概念； 

② 欧式空间子空间正交补的存在唯一性定理。 

 

 

 

思 

考 

与 

练 

习 

高代选讲的本节课典型例题 237 页例题 9.7  

作 

业 

 

P269 17 1) 4) 、 

18 2).  
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教 

学 

反 

思 

  教学中注意采用类比式教学，比较子空间与欧氏空间子空间的异同， 

作为预习作业，起到温故知新的效果。 
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授课题目 §9.6 实对称矩阵的标准型 教学时数 8 学时 

线上预习目

标 

1、 了解对称变换的定义 

2、 对称变换的充要条件 

教学目标 
学生基本掌握对称变换的定义与 n 维 Euclid 空间中对称变换的刻画、化简及其

对二次型的应用． 

思政目标 培养学生严谨的科学思维 

教学重点 对称变换的刻画与化简 

教学难点 n 维 Euclid 空间对称变换化简定理的证明与活用． 

教学方法 

线上线下混合式教学（3.2 学时

+4.8 学时） 

线上（3.2 学时） 

（1）预习学银在线本节视频课 

（2）线上随堂练习或线上预习测

试 

（3）学生学习学习通一系列自制

微课，完成对本章的复习。 

（4）学生学习学习通作业微课（自

制） 

线下（4.8 学时）：讨论式（师生讨

论）、引导式、示范启发式 

 

 

 

 

 

 

 

教学手段 

线上线下混合式教学 

（线上学银在线视频课预习+

线上学习通自制微课复习+ 

线下讨论、讲授式相结合） 
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教学过程 设计意图 

线 

上 

教 

学 

过 

程 

教师：（线上教学准备） 

1.学习通“通知”发布学生预习的“学银在线视频课”的内容及预习后回

答的问题。 

2.为学生编写、设计、发布学习通-活动-随堂测验的预习测验题。 

3.录制“用实对称矩阵定义对称变换”微课（自制），上传学习通 

4.录制“实对称矩阵的性质”微课（自制），上传学习通 

5.录制“实对称矩阵的相似对角化”微课（自制），上传学习通 

6.录制“施密特正交化法定理 1 的证明” 微课（自制），上传学习通 

7.录制“保夹角的线性变换不一定是正交变换” 微课（自制），上传学习

通 

8. 录制“保长度不变的变换不一定是正交变换” 微课（自制），上传学

习通 

9. 录制“保距离的变换不一定是正交变换” 微课（自制），上传学习通 

10. 录制“对称变换的定义可以去掉“线性”” 微课（自制），上传学习

通 

11. 录制“相似与合同的判定” 微课（自制），上传学习通 

12. 录制“无限维欧氏空间不一定可逆” 微课（自制），上传学习通 

 

 

学生：（线上学习内容） 

13. 学生学习通预习学银在线本节课的视频课 

并在学习通讨论区提问不懂的地方，师生共同讨论 

14.学生学习通-活动-随堂练习，完成本节课预习测验题 

 

 

 

 

 

 

教师：（线上教学总结） 

15.通过学习通后台的“统计”了解学生视频课任务点完成情况，督促未

完成同学完成，确保任务点完成率达百分之百。 

16.借助“学习通随堂测验”的“成绩统计”，了解学生知识点掌握情况。 

 

 

1.学生带着

问题学习视

频课，使学

生 把 握 重

点，有的放

矢，提高预

习效果 

2.检验预习

效果 

3-12：便于

课后复习，

巩固复习。 

 

13、14.通过

视 频 课 预

习，提前了

解本节课内

容，加深知

识点理解。 

 

15、16.通过

预习测验题

的扇形统计

图，了解学

生的知识点

掌握情况，

使线下教学

更有针对性 
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线 

下 

课 

程 

导 

入 

提问学生：通过线上预习，有哪些收获？ 

1.对称变换的定义 

2.对称变换的等价刻画 

 

 

 

Euclid 空间的另一类重要的线性变换是对称变换．对称变换的理论

是泛函分析中的一个重要内容，在这里，我们只阐述有限维 Euclid 空间

的对称变换的一些基本结论． 

 

检验预习效

果 
 

 

线 

下 

 

讲 

 

授 

 

新 

 

课 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

9.5.1  对称变换的刻画 

设 V 是一个 n 维 Euclid 空间， ( )L V  ，我们提出这样的问题：

要使 在 V 一正交基下的矩阵是对角矩阵，问 应该满足什么条件？即

 满足什么条件才能使得 V 有一个由 的特征向量所组成的正交基？ 

为此，首先 的特征多项式的根必须都是实数，设
1 2
, , ,

n
   ∈R

是 的全部特征值(重根按重数计算)，
i

 是属于
i
 的一个特征向量，且

1 2
, , ,

n
   两两正交．不失一般性，可设 1

i
  ，i=1，2，…，n．设

i

n

i

i
x  




1

，
i

n

i

i
y  




1

∈V，因为 ( )
i i i

   ，1≤i≤n，所以 

1 1 1 1 1

( ( ), ) ( , ) ( , ) .
n n n n n

i i i j j i i j i j i i i

i j i j i

x y x y x y         
    

       

同样的计算得到
1

( , ( )) .
n

i i i

i

x y   


 ．因此，对于任意 ,  ∈V，有

( ( ), ) ( , ( ))      . 为此，我们先讨论对称矩阵的一些性质，并将

其归纳为下面几个引理： 

引理 1 设 A是实对称矩阵，则 A的特征值皆为实数. 

证明：设
0

 是 A的一个特征值，于是有非零向量 

1

2

n

x

x

x



 
 
 
 
 
 

 

满足
0

.A    

令

1

2
,

n

x

x

x



 
 
 
 
 
 

 其中
i

x 是
i

x 的共轭复数，则
0

.A    

考察等式   ( ) ( ) ( ) ,A A A A               

其左边为
0

   ,右边为
0

,    故
0 0

.        

又因为 是非零向量，
1 1 2 2

0.
n n

x x x x x x        
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故
0 0

,   即
0

 是一个实数。 

对应于实对称矩阵 A，在n 维欧氏空间 nR 上定义一个线性变换 如

下： 

1 1

2 2

n n

x x

x x
A

x x



   
   
   
   
   
   

                (1) 

显然 在标准正交基 

1 2

1 0 0

0 1 0
, , ,

0 0 1

n  

     
     
       
     
     
     

        (2) 

下的矩阵就是 A . 

引理 2  设 A是实对称矩阵， 的定义如上，则对任意 nR, ，

有 

( ,  )=( , ),                      (3) 

或 

 AA  )( . 

证明：只证明后一等式即可。实际上 

 ( ) .A A A A                    

证毕. 

等式(3)把实对称阵的特性反映到线性变换上, 我们引入 

定义 12  设 是 Euclid 空间 V 的一个线性变换．若 ,  ∈V 都有 

( ,  )=( , ),           (3) 

则称 是 V 的一个对称变换． 

容易看出，对称变换在标准正交基下的矩阵是实对称矩阵. 用对称变

换来反映实对称矩阵，一些性质可以看得更清楚. 

引理 3  设 是对称变换， 1V 是 -子空间，则


1V 也是 -子空间. 

证明：设 1V  ，要证 1( ) V   ，即
1( ) .V    任取

1,V   都

有
1( ) ,V    因 1V  ，故 ( , ( )) 0    . 因此 

              ( ( ), ) ( , ( )) 0.        

即
1( ) ,V    1( ) ,V    1V 

也是 子空间. 

引理 4 设 A是实对称矩阵，则 nR 中属于 A 的不同特征值的特征向

量必正交. 

证明：设 , 是的两个不同的特征值， ,  分别是属于 , 的特征

向量： ,A   .A   定义线性变换 如(1)，于是 ( ) ,    

( ) .    由 ( ( ), ) ( , ( ))      有 

                   ( , ) ( , ).       

因为 ,   所以 ( , ) 0   . 即 ,  正交. 
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定理 7  对于任意一个 n 级实对称矩阵 A， 都存在一个 n 级正交矩

阵T , 使 1T AT T AT  成对角阵。 

证明  由于实对称矩阵和对称矩阵的关系，只要证明对称变换 有

n 个特征向量做成标准正交基就行了.   

我们对空间的维数 n 作数学归纳法． 

n=1 时是明显的． 

假设对于 n－1 维 Euclid 空间的对称变换来说定理成立．对于 n 维

Euclid 空间 nR ，
1

 是对称变换 的属于实特征值
1 的一个特征向量，

并且可设
1

 是单位向量．令
1

( ) .W L    则
1V 在 之下不变， 且维

数为 1.n   
1V

 是 W
⊥
的一个对称变换，并且

1V
 有 1n  个特征向量

2
, ,

n
  构成 W

⊥
的一组标准正交基．从而

1 2
, , ,

n
   就是 V 的一组

标准正交基， 在这个基下的矩阵是实对角矩阵．        

  

根据上面的讨论，正交矩阵T 的求法可以按以下步骤进行： 

1. 求出 A的特征值.设 r ,,1  是 A的全部不同的特征值. 

2. 对于每个
i ，解齐次方程组 

0)(
2

1

























n

i

x

x

x

AE


  

求出一个基础解系，这就是 A的特征子空间
i

V 的一组基.由这组基出发，

按定理 2 的方法求出
i

V 的一组标准正交基
iiki  ,,1  . 

3. 因为 r ,,1  两两不同，所以根据这一节引理 4，向量组

rrkrk  ,,,,,, 1111 1
 还是两两正交的.又根据定理 7以及第七章§5

的讨论，它们的个数就等于空间的维数.因此，它们就构成 nR 的一组标准

正交基，并且也都是 A的特征向量.这样，正交矩阵T 也就求出了. 

例 1  设 





























0111

1011

1101

1110

A ， 

求一正交矩阵 U，使 U AU 成对角矩阵． 

先求 A 的特征值．由 
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),3()1(

110

101

111

)1(

111

1100

1010

1110

111

111

111

111

33

2

4

















































 AI

 

则得 A 的特征值为 1(三重)，－3． 

其次，求属于 1 的特征向量．把=1 代入 





















0

0

0

0

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx









，             (3) 

求得基础解系为 















)1001(

)0101(

)0011(

3

2

1

，，，

，，，

，，，







， 

把它正交化，得 

 






































．，，
，

，，，，
，

，，，

1
3

1
,

3

1

3

1

,

,,

01
2

1

2

1

,

)0011(

2

22

23

1

11

13

33

1

11

12

22

11




















 

再单位化，得 





























































．，，，

，，，，

，，，，

12

3

12

1

12

1

12

1

0
6

2

6

1

6

1

00
2

1

2

1

3

2

1







 

这是属于三重特征值 1 的三个标准正交的特征向量． 

再求属于－3 的特征向量．把=－3 代入(3)，求得基础解系为 

(1，－1，－1，1)． 

把它单位化，得4= 









2

1

2

1

2

1

2

1
，，， ． 

特征向量1，2，3，4 构成 R4 的一个标准正交基，所求的正交矩
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阵为       





































2

1

12

3
00

2

1

12

1

6

2
0

2

1

12

1

6

1

2

1

2

1

12

1

6

1

2

1

U ， 

且 

．











30

03I
AUU  

应该指出，在定理 9.5.4 中，对于正交矩阵 U 我们还可以进一步要

求 

|U|=1． 

事实上，若求得的正交矩阵 U 的行列式为－1，则取 S=diag(－1，In－1)，令

U1=US，它是正交矩阵，而且|U1|=|U| |S|=1．显然 1U AU1=U AU． 

应用：二次型的正交合同(相似)化简 

将上述方法应用于实二次型，设线性替换 

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

n n

n n

n n n nn n

x c y c y c y

x c y c y c y

x c y c y c y

   


   


    

 

的矩阵 C=(cij)nn 是正交的，则称之为正交线性替换．正交线性替换当然

是非退化的．于是，用二次型的语言，定理 9.5.4 可以叙述为 

定理 8 任意一个实二次型 


 


n

i

n

j
jiijjiij aaxxa

1 1

，  

都可以经过正交线性替换化为平方和 
2 2 2

1 1 2 2 n n
y y y     ， 

其中平方项的系数
1 2
, , ,

n
   就是矩阵 A 的全部特征值．  

最后指出上述化简对二次曲面方程的应用．在直角坐标系下，

二次曲面的一般方程是 

xbyzaxzaxyazayaxa 1231312
2

33
2

22
2

11 2222   

022 32  dzbyb                 (4) 

令 





















































3

2

1

332313

232212

131211

b

b

b

B

z

y

x

X

aaa

aaa

aaa

A ，， ， 

则(4)可以写成 
02  dXBAXX ．                (5) 

经过转轴，坐标变换公式为 
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
















































1

1

1

333231

232221

131211

z

y

x

ccc

ccc

ccc

z

y

x

，或者 X=CX1， 

其中 C 为正交矩阵且|C|=1．在新坐标系中，曲面的方程就是 

0)(2)( 111  dXCBXACCX ． 

根据上面的结果，有行列式为 1 的正交矩阵 C 使 



















3

2

1

00

00

00







ACC ． 

这就是说，可以作一个转轴，使曲面在新坐标系中的方程为 

0222 131211
2
13

2
12

2
11   dzbybxbzyx  ． 

其中 Cbbbbbb )()( 321321 ，，，，  ．这时，再按照 321  ，， 是否为零的

情况，作适当的移轴与转轴就可以把曲面的方程化成标准方程．譬如说，

当 321  ，， 全不为零时，就作移轴 



























3

3
21

2

2
21

1

1
21







b
zz

b
yy

b
xx

  ， 

则曲面的方程化为 
 dzyx 2

23
2
22

2
21  =0， 

其中
3

2
3

2

2
2

1

2
1




 

bbb
dd ．因而可利用此化简对二次曲面进行分类．  

小 

 

结 

 

对称变换的定义与 n 维 Euclid 空间中对称变换的刻画、化简及其对二次型

的应用． 
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本节内容是欧氏空间的重要变换，且难度较大。定理 7 的证明学生

理解不好。 
应对办法：课前预习微课要督促学生保质保量完成，并将问题在讨论区

提出，线下教学更加有针对性。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


