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授课题目 §2.1 矩阵 课次：5 

教学目标 

1.知识目标 

（1）理解矩阵的概念。 

（2）了解单位矩阵,对角矩阵,数量矩阵,三角矩阵,对称矩阵的概念 

2.能力目标 

（1）培养逻辑推理能力：通过学习矩阵的概念，学生能够培养自己的逻辑推理能力，

学会从已知条件出发，通过逻辑推理得出正确的结论。 

3.情感与态度目标 

（1）激发学习兴趣：通过生动有趣的矩阵应用案例和实践活动，激发学生的学习兴

趣和好奇心，使他们愿意主动探索和学习矩阵的相关知识。 

（2）培养严谨的数学态度：在学习矩阵的过程中，学生需要保持严谨的数学态度，

认真对待每一个数学概念和运算规则，确保自己的解题过程和结果准确无误。 

教学重点 矩阵的概念 

教学难点 矩阵的概念 

教学手段 板书与多媒体结合、学习通 

教学方法 讲授法、实例演示法、问题驱动法 

教学时数 2课时 

教 学 过 程 备注 

 

一、复习引入 

引例 某班有 10 名学员，第一学期开设了微积分、英语、线性代数、计算

机等 4门课程，期中考试结束后，班主任手中有如下一张表格． 

期中考试成绩表 

成绩      课程名称 

 

学号 

微积分 英语 线性代数 计算机 

1 90 89 69 72 

2 70 90 80 69 

3 78 62 70 66 

4 95 66 79 80 

5 70 70 80 82 

6 66 90 78 80 

7 60 80 70 90 

8 50 70 88 60 

9 70 80 70 88 

10 70 70 64 66 

此表由表头和数字组成．去掉表头，将表中的数字抽象出来，按原来在表格

中的顺序排列形成一个 10 行 4 列的矩形数表，用方括号或圆括号括起来，称为

矩阵．则上述表格可表示为矩阵： 
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二、讲授新课 

定义 1（矩阵）  由 nm 个实数 ija 排成的一个 m 行 n 列的矩形数表 
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称之为 nm  矩阵，位置（ i , j ）上的元素，一般用 ija 表示（强调两个足

标的意义）。矩阵可简记为 nmA  或 }{ ijaA = 或 nmijaA = }{  . 

例 1  含有 n 个未知数 nxxx ,,, 21  、m 个方程的线性方程组 
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把 ija 和 ib 按 原 顺 序 可 以 组 成 一 个 )1( + nm 矩 阵 ：  
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任何一个方程组都可以用这样一个矩阵来描述；反

之，一个矩阵也完全刻划了一个方程组。 

方矩阵  若 nm = ，称 A 为n阶（方）矩阵，也可记作 nA . （强调矩阵

的（主）对角线，）而 nnaaa ,,, 2211   称之为对角元素；（反主对角线）。 
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当 1== nm  时，即  ( )11aA = ，  此时矩阵退化为一个数 11a . 

同型矩阵  具有相同行数和相同列数的矩阵，称之为同型矩阵。  

矩阵相等  若同型矩阵 nmijaA = }{ 和 nmijbB = }{ 在对应位置上的元素都

相等，即 ,,,1;,,1, njmiba ijij  ===  

零矩阵  所有元素都为零的矩阵，称之为零矩阵。一般记作 O；或 nmO   .  

注意，不同型的零矩阵是不相等的。 

三角矩阵  设 }{ ijaA = 是 n  阶矩阵。 

1）若 A的元素满足       jiaij = ,0 ，称 A是上三角矩阵；  

2）若 A的元素满足       jiaij = ,0     称 A是下三角矩阵；  
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对角矩阵 若元素满足   jiaij = ,0 ；其形状是 
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记作  }{},,{ ,2211 iinn adiagaaadiagA ==  . 

数量矩阵：对角元素为常数的对角矩阵，记作 K， 即 K = )(kdiag  

单位矩阵  对角元素为 1 的对角矩阵，记作 I  或 nI （n阶），即 
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零矩阵和单位矩阵在矩阵运算中所起的作用类似于0和 1在数的运算中所

起的作用。 

三、巩固练习 
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已知某方程组对应于下列矩阵 
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，写出该方程组。 

四、小结 

1.矩阵的定义； 

2.几种常见的矩阵。 

五、布置作业 

学习通上作业 

教学反思： 

一、教学内容与方法的反思 

1.教学方法的多样性：我采用了讲授法、实例演示法、问题驱动法和多媒体辅助教学等多种方法，

以激发学生的学习兴趣和主动性。这些方法在一定程度上取得了成功，但我也注意到，有些学生在

面对复杂的矩阵运算时仍感到困惑。因此，我需要进一步探索更适合学生理解和掌握的教学方法，

如游戏化教学和互动式教学等。 

二、学生学习情况的反思 

1.学生的参与度与理解程度：在课堂上，我通过提问、讨论和练习等方式鼓励学生积极参与。然而，

我注意到部分学生在理解矩阵的某些概念，如对称矩阵等。这提示我在未来的教学中需要更加注重

这些难点和易混淆点的讲解和练习。 

2.学生的应用能力：虽然学生能够通过练习掌握基本的矩阵运算，但在将矩阵应用于实际问题时仍

显得力不从心。这可能是因为我在教学中过于注重理论知识的讲解，而忽视了实际应用能力的培养。

因此，我需要增加更多与矩阵应用相关的案例和练习题，帮助学生提高应用能力。 

三、教学策略与改进的反思 

1.加强理论与实践的结合：在未来的教学中，我将更加注重理论与实践的结合，通过更多的实际问

题和案例来演示矩阵的应用，使学生更加直观地理解其重要性和实用性。同时，我也会鼓励学生自

己寻找和解决实际问题，以提高他们的应用能力和创新思维。 

2.提供多样化的学习资源：为了帮助学生更好地理解和掌握矩阵的概念，我将提供多样化的学习资

源，如教学视频、习题集、在线课程等。这些资源可以帮助学生巩固所学知识，提高解题能力，并

拓展他们的视野。 

3.加强师生互动与反馈：在课堂上，我将更加注重与学生的互动和反馈，鼓励学生积极提问和讨论，

及时解答他们的疑问和困惑。同时，我也会定期收集学生的学习反馈和意见，以便及时调整教学策

略和方法。 
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授课题目 §2.2 矩阵的运算（1） 课次：5 

教学目标 掌握矩阵的加法,数乘,乘法。 

教学重点 矩阵的运算 

教学难点 矩阵的乘法 

教学手段 板书与多媒体结合 

教学时数 1课时 

教 学 过 程 备注 

 

一、复习引入 

田忌赛马是一个广为人知的故事.传说战国时期，齐王与其手下大将田忌各

有上、中、下三匹马，同等级的马中，齐王的马比田忌的马强.但田忌的上、中

等马分别比齐王的中、下等马强.有一天，齐王要与田忌赛马，双方约定：比赛

三局，每局各出一匹马，每匹马赛一次，赢得两局者为胜.田忌采用了孙膑的建

议：用下等马对付齐王的上等马，用上等马对付齐王的中等马，用中等马对付齐

王的下等马.结果三场比赛完后，田忌 1 负 2 胜，最终赢得齐王的千金赌注. 

事实上这是一个对策问题，在比赛中，齐王和田忌的马匹可以随机出阵，

每次比赛双方的胜负情况，要根据双方的对阵情况来定.双方出阵的可能策略为：

     策略 1（上、中、下）；策略 2（中、上、下）；策略 3（下、中、上）； 

策略 4（上、下、中）；策略 5（中、下、上）；策略 6（下、上、中）. 

说明：策略 1（上、中、下）表示按先后出阵的顺序派上等马、中等马、下

等马，其他策略解释类似.每场比赛中，如果齐王的马匹三战全胜，则用数 3 表

示；如果两胜一负，则用数 1 表示；如果一胜两负，则用数-1 表示.如果齐王和

田忌依次使用上面 6 种策略进行比赛，那么齐王的胜、负情况就可以用下面的矩

形数表来表示.其中齐王采用的策略用横向行表示，田忌采用的策略用纵向列表

示. 

                        田  忌  策  略 
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二、讲授新课 

（一）加（减）法 

定义 1 （矩阵加法）设 }{ ijaA =  和 }{ ijbB =  是 nm  的矩阵，A 与

B 的加法（或称和），记作 A+B，定义为一个 nm  的矩阵 
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例 1  设 
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计算 BA+ ；若已知 BAC += ， 求出 dcba ,,, . 

负矩阵  设 nmijaA = }{ ，称矩阵  }{ ijaA −=−  为矩阵 A 的负矩阵。 

矩阵的减法 )( BABA −+=−
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由定义，容易验证矩阵的加法满足下列运算法则（其中 OCBA ,,, 为同型

矩阵）。 

（1）交换律  ABBA +=+  

（2）结合律  )()( CBACBA ++=++  

（3） AOA =+  

（4） OAA =−  
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（二）数乘 

定义 2 （矩阵数乘） 数 与矩阵 nmijaA = }{ 的乘积（称之为数乘），记作

A  或 A ，定义为一个 nm  的矩阵  

 AAcC ij === }{
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由定义，数乘运算满足下列运算法则（设 OBA ,, 是同型矩阵， , 是数）： 

（1）数对矩阵的分配律  BABA  +=+ )(  

（2）矩阵对数的分配律  AAA  +=+ )(  

（3）结合律            )()( AA  =  

（4）               OA =0  

例 2  设
1 2 0
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B ，且有2 2+ = −A X B X , 求

X . 

解   由2 2+ = −A X B X   得 
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
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（三）乘法 

定义 3 （矩阵乘法）  设 }{ ijaA = 是一个 sm 矩阵， }{ ijbB = 是一个 ns

矩阵，A 与 B 的乘法，记作 AB，定义为一个 nm  的矩阵 }{ ijcABC == ，

其中 
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
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),,2,1;,,2,1( njmi  == . 

由定义，不难看出（强调）： 

（1）只有在左矩阵 A 的列数和右矩阵 B 的行数相等时，才能定义乘法 AB； 

（2）矩阵 C=AB 的行数是 A 的行数，列数则是 B 的列数； 

（3）矩阵C=AB在 ),( ji 位置上的元素等于A的第 i 行元素与B的第 j

列对应元素的乘积之和。 

例 3   设 
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=  
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解  

3 1 ( 1) 1 1 2 3 0 ( 1) 2 1 1 3 0 ( 1) 0 1 3

2 1 0 1 2 2 2 0 0 2 2 1 2 0 0 0 2 3
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注意  这里BA是无法计算的. 

例 4   设
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= =    

− − −    
BA  

    例 5  设
1 0

1 0

 
=  
 

A ，
0 0

0 1

 
=  
 

B ，
0 0

1 0

 
=  
 

C ，求 AB及 AC ． 

解  
1 0 0 0 0 0

1 0 0 1 0 0

    
    
    

AB = =     同样 
0 0

0 0

 
 
 

AC =  

但是 B C  

由上述例子可知： 

（1）一般情况下，矩阵的乘法不满足交换律．因为 AB与BA可能一个有

意义，一个没有意义；也可能二者都有意义，但 AB  BA．当 AB = BA时，

称 A与B 是可交换的． 
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由定义可知， = =EA AE A， = =BE EB B，即单位矩阵和任何矩阵都

可交换. 

（2）矩阵中存在 A O ， B O ，有 =BA O ；反之 =BA O ，不一定有

=A O或 =B O . 

（3）矩阵乘法不满足消去律，即 AB = AC ，且 A O ，不能导出 =B C . 

矩阵的乘法运算满足下列的运算律：（假定运算是可行的， 是数） 

（1）结合律  ( )( ) =A BC AB C      

（2）分配律  ( )+ = +A B C AB AC  ；   ( )+ = +A B C AC BC      

（3）数乘结合律  ( ) ( )( )  = =AB A B A B    

例 6  证明n阶数量矩阵与所有n阶方阵都可交换. 

证明  设n阶数量矩阵为

0 0

0 0

0 0

k

k

k

 
 
 =
 
 
 

K  

又设            =A





















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa









21

22221

11211

 

则             =KA





















nnnn

n

n

kakaka

kakaka

kakaka









21

22221

11211

k= A. 

同样可得 k=AK A，所以有 =AK KA ，即n阶数量矩阵与n阶方阵可交

换. 

矩阵的幂  设 A是n阶矩阵，定义： 

)(,,, 121 kk AAAAAAAA === + , 

其中， k 是正整数；特别规定 IA =0
 . 由于乘法成立分配律结合律，有 

lklk AAA =+
 ，

kllk AA =)( ， 

但由于不成立交换律，故一般  
kkk BAAB )( 。 

例 7  算
1 1

0 1

n

 
 
 

． 
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解   设  
1 1

0 1

 
=  
 

A     

则     
2

1 1 1 1 1 2

0 1 0 1 0 1

    
= = =    

    
A AA  

3 2
1 2 1 1 1 3

0 1 0 1 0 1

    
= = =    

    
A A A  

假设    
1

1 1

0 1

n
n

−
− 

=  
 

A  

则      
1

1 1 1 1 1

0 1 0 1 0 1

n n
n n

−
−    

= = =    
    

A A A  

于是由归纳法知，对于任意正整数n，有 









=









10

1

10

11 n
n

. 

三、巩固练习 

已知矩阵 







=

635

412
A ，

















−=

3120

1013

4201

B ，求： AB及 BA． 

四、小结 

1.矩阵的加法； 

2.矩阵的数乘； 

3.矩阵的乘法。 

五、布置作业 

学习通作业 

教学反思： 
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授课题目 §2.2 矩阵的运算 课次：6 

教学目标 

1.知识目标 

（1）掌握矩阵的加法,数乘,乘法。 

（2）理解转置行列式的概念。 

（3）掌握方阵的行列式和方阵乘积的行列式。 

2.能力目标 

（1）提高矩阵运算能力：通过大量的练习和实践，学生能够熟练掌握矩阵的基本运

算，并能够快速准确地解决相关的数学问题。 

（2）培养逻辑思维和抽象思维能力：通过学习矩阵的运算，学生能够培养自己的逻

辑思维和抽象思维能力，学会从复杂的问题中抽象出数学模型，并运用矩阵运算进行

求解。 

3.情感与态度目标 

（1）激发学习兴趣：通过生动有趣的矩阵运算案例和实践活动，激发学生的学习兴

趣和好奇心，使他们愿意主动探索和学习矩阵运算的相关知识。 

（2）培养严谨的数学态度：在学习矩阵运算的过程中，学生需要保持严谨的数学态

度，认真对待每一个数学概念和运算规则，确保自己的解题过程和结果准确无误。 

教学重点 矩阵的运算、方阵的行列式 

教学难点 矩阵的乘法、方阵的行列式 

教学手段 板书与多媒体结合、学习通 

教学方法 案例教学法、情境教学法、讲授法 

教学时数 2课时 

教 学 过 程 备注 

 

一、复习引入 

田忌赛马是一个广为人知的故事.传说战国时期，齐王与其手下大将田忌各

有上、中、下三匹马，同等级的马中，齐王的马比田忌的马强.但田忌的上、中

等马分别比齐王的中、下等马强.有一天，齐王要与田忌赛马，双方约定：比赛

三局，每局各出一匹马，每匹马赛一次，赢得两局者为胜.田忌采用了孙膑的建

议：用下等马对付齐王的上等马，用上等马对付齐王的中等马，用中等马对付齐

王的下等马.结果三场比赛完后，田忌 1 负 2 胜，最终赢得齐王的千金赌注. 

事实上这是一个对策问题，在比赛中，齐王和田忌的马匹可以随机出阵，

每次比赛双方的胜负情况，要根据双方的对阵情况来定.双方出阵的可能策略为：

     策略 1（上、中、下）；策略 2（中、上、下）；策略 3（下、中、上）； 

策略 4（上、下、中）；策略 5（中、下、上）；策略 6（下、上、中）. 

说明：策略 1（上、中、下）表示按先后出阵的顺序派上等马、中等马、下
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等马，其他策略解释类似.每场比赛中，如果齐王的马匹三战全胜，则用数 3 表

示；如果两胜一负，则用数 1 表示；如果一胜两负，则用数-1 表示.如果齐王和

田忌依次使用上面 6 种策略进行比赛，那么齐王的胜、负情况就可以用下面的矩

形数表来表示.其中齐王采用的策略用横向行表示，田忌采用的策略用纵向列表

示. 

                        田  忌  策  略 

 

3 1 1 1 1 1

1 3 1 1 1 1

1 1 3 1 1 1

1 1 1 3 1 1

1 1 1 1 3 1

1 1 1 1 1 3

− 
 

− 
 −
 

− 
 −
  − 

. 

 

二、讲授新课 

（一）加（减）法 

定义 1 （矩阵加法）设 }{ ijaA =  和 }{ ijbB =  是 nm  的矩阵，A 与

B 的加法（或称和），记作 A+B，定义为一个 nm  的矩阵 

BAcC ij +== }{





















+++

+++

+++

=

mnmnmmmm

nn

nn

bababa

bababa

bababa









2211

2222222121

1112121111

 . 

例 1  设 

           






 −
=

20

15
A  ,   







−
=

40

12
B  ,   








=

db

ca
C  ， 

计算 BA+ ；若已知 BAC += ， 求出 dcba ,,, . 

负矩阵  设 nmijaA = }{ ，称矩阵  }{ ijaA −=−  为矩阵 A 的负矩阵。 

矩阵的减法 )( BABA −+=−





















−−−

−−−

−−−

=

mnmnmmmm

nn

nn

bababa

bababa

bababa









2211

2222222121

1112121111
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由定义，容易验证矩阵的加法满足下列运算法则（其中 OCBA ,,, 为同型

矩阵）。 

（1）交换律  ABBA +=+  

（2）结合律  )()( CBACBA ++=++  

（3） AOA =+  

（4） OAA =−  

（二）数乘 

定义 2 （矩阵数乘） 数 与矩阵 nmijaA = }{ 的乘积（称之为数乘），记作

A  或 A ，定义为一个 nm  的矩阵  

 AAcC ij === }{





















=

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa















21

22221

11211

 。 

由定义，数乘运算满足下列运算法则（设 OBA ,, 是同型矩阵， , 是数）： 

（1）数对矩阵的分配律  BABA  +=+ )(  

（2）矩阵对数的分配律  AAA  +=+ )(  

（3）结合律            )()( AA  =  

（4）               OA =0  

例 2  设
1 2 0

4 3 5

− 
=  
 

A , 
8 2 6

5 3 4

 
=  
 

B ，且有2 2+ = −A X B X , 求

X . 

解   由2 2+ = −A X B X   得 

1
( 2 )

3
= −X B A  

所以          X 














 −
−








=

534

021
2

435

628

3

1
 
















 −
−








=

1068

042

435

628

3

1
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








−−−
=

633

666

3

1









−−−
=

211

222
. 

（三）乘法 

定义 3 （矩阵乘法）  设 }{ ijaA = 是一个 sm 矩阵， }{ ijbB = 是一个 ns

矩阵，A 与 B 的乘法，记作 AB，定义为一个 nm  的矩阵 }{ ijcABC == ，

其中 


=

=+++=
s

k

kjiksjisjijiij babababac
1

2211                     

),,2,1;,,2,1( njmi  == . 

由定义，不难看出（强调）： 

（1）只有在左矩阵 A 的列数和右矩阵 B 的行数相等时，才能定义乘法 AB； 

（2）矩阵 C=AB 的行数是 A 的行数，列数则是 B 的列数； 

（3）矩阵C=AB在 ),( ji 位置上的元素等于A的第 i 行元素与B的第 j

列对应元素的乘积之和。 

例 3   设 
3 1 1

2 0 2

− 
=  

− 
A ，

1 0 0

1 2 0

2 1 3

 
 

=  
 
 

B ， 求 AB . 

解  

3 1 ( 1) 1 1 2 3 0 ( 1) 2 1 1 3 0 ( 1) 0 1 3

2 1 0 1 2 2 2 0 0 2 2 1 2 0 0 0 2 3

 + −  +   + −  +   + −  +  
=  

−  +  +  −  +  +  −  +  +  
AB              








 −
=

622

314
 

注意  这里BA是无法计算的. 

例 4   设
4 2

2 1

− 
=  

− 
A ，

3 6

2 4

 
=  

− − 
B ，求 AB及BA. 

解  
4 2 3 6 16 32

2 1 2 4 8 16

−    
= =    

− − − − −    
AB  

3 6 4 2 0 0

2 4 2 1 0 0

−    
= =    

− − −    
BA  
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    例 5  设
1 0

1 0

 
=  
 

A ，
0 0

0 1

 
=  
 

B ，
0 0

1 0

 
=  
 

C ，求 AB及 AC ． 

解  
1 0 0 0 0 0

1 0 0 1 0 0

    
    
    

AB = =     同样 
0 0

0 0

 
 
 

AC =  

但是 B C  

由上述例子可知： 

（1）一般情况下，矩阵的乘法不满足交换律．因为 AB与BA可能一个有

意义，一个没有意义；也可能二者都有意义，但 AB  BA．当 AB = BA时，

称 A与B 是可交换的． 

由定义可知， = =EA AE A， = =BE EB B，即单位矩阵和任何矩阵都

可交换. 

（2）矩阵中存在 A O ， B O ，有 =BA O ；反之 =BA O ，不一定有

=A O或 =B O . 

（3）矩阵乘法不满足消去律，即 AB = AC ，且 A O ，不能导出 =B C . 

矩阵的乘法运算满足下列的运算律：（假定运算是可行的， 是数） 

（1）结合律  ( )( ) =A BC AB C      

（2）分配律  ( )+ = +A B C AB AC  ；   ( )+ = +A B C AC BC      

（3）数乘结合律  ( ) ( )( )  = =AB A B A B    

例 6  证明n阶数量矩阵与所有n阶方阵都可交换. 

证明  设n阶数量矩阵为

0 0

0 0

0 0

k

k

k

 
 
 =
 
 
 

K  

又设            =A





















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa









21

22221

11211

 

则             =KA





















nnnn

n

n

kakaka

kakaka

kakaka









21

22221

11211

k= A. 

同样可得 k=AK A，所以有 =AK KA ，即n阶数量矩阵与n阶方阵可交

换. 

矩阵的幂  设 A是n阶矩阵，定义： 
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)(,,, 121 kk AAAAAAAA === + , 

其中， k 是正整数；特别规定 IA =0
 . 由于乘法成立分配律结合律，有 

lklk AAA =+
 ，

kllk AA =)( ， 

但由于不成立交换律，故一般  
kkk BAAB )( 。 

例 7  算
1 1

0 1

n

 
 
 

． 

解   设  
1 1

0 1

 
=  
 

A     

则     
2

1 1 1 1 1 2

0 1 0 1 0 1

    
= = =    

    
A AA  

3 2
1 2 1 1 1 3

0 1 0 1 0 1

    
= = =    

    
A A A  

假设    
1

1 1

0 1

n
n

−
− 

=  
 

A  

则      
1

1 1 1 1 1

0 1 0 1 0 1

n n
n n

−
−    

= = =    
    

A A A  

于是由归纳法知，对于任意正整数n，有 









=









10

1

10

11 n
n

. 

（四）转置运算 

定义 1 (转置矩阵)  设         

            





















=

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A









21

22221

11211

 ，                   





















=

mnnn

m

m

T

aaa

aaa

aaa

A









21

22212

12111

 

将 A的行和列对应互换得到的 mn 矩阵，定义为 A 的转置矩阵，记作 TA ，。 
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由定义可知， jiij

T AA )()( = ，即 TA 在位置 ),( ji 上的元素是矩阵 A 在位置 ),( ij

上的元素。  

例 8  设矩阵   









=

















−

−

=
43

12
,

23

20

14

BA  ,  

求 
TAB)(  ， 

TT AB  和 
TT BA 。 

上述例子成立 
TTT ABAB =)( ，而并不成立

TTT BAAB =)( 。 这是转置运

算的性质。 

    矩阵的转置满足下列运算法则： 

（1） AA TT =)( ； 

（2）
TTT BABA +=+ )( ； 

（3）  ,)()( TT AA =  是数； 

（4） .)( TTT ABAB =  

定义 2 (对称矩阵) 设 }{ ijaA = 是 n  阶矩阵。若其元素满足： 

AAjiaa T

jiij == , ，                    

若其元素满足： 

AAjiaa T

jiij −=−= , ，                    

则称 A是反对称矩阵。此时成立  iaii = 0 。 

例如 






−
=

01

11
A 是一个对称矩阵，而 







 −
=

01

10
B  是一个反对称矩阵。 

显然，对角矩阵一定是对称矩阵。下面是（反）对称矩阵的一些基本性质。 

性质 1  设 A，B 为（反）对称矩阵，则 BA  仍是（反）对称矩阵。 

但注意，此时 AB  不一定是（反）对称矩阵。 

例如  







=







−
=

01

10
,

01

11
BA ，但 







 −
=

10

11
AB  不是对称矩阵。      

下列性质的证明都可按对称矩阵的定义证得。 
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性质 2  设 A、B 是对称矩阵，则 AB（或BA）是对称矩阵的充分必要条

件 BAAB = 。 

性质 3  设 A为（反）对称矩阵，则 AAT ,  也是（反）对称矩阵。 

性质 4  对任意方矩阵 A，则 )(
2

1 TAAH + ， )(
2

1 TAAS −  分别是

对称矩阵和反对称矩阵；且 SHA += 。 

（五）矩阵的行列式 

定义 3 (矩阵的行列式) 设 }{ ijaA = 是n 阶矩阵，称

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa









21

22221

11211

为矩阵 A的行列式，记作 | A | 或 det( )A 。 

性质 1   |||| AAT =   

性质 2  |||| AA n =  （由矩阵的数乘和行列式性质 3） 

例如  






 −
=

13

12
A ， 







 −
=

39

36
B ，即 AB 3= 。而 45||,5|| == BA ，

即 

|| B = 4559||3|3| 2 === AA  成立。初学者容易犯的一个错是：

|||| AA  = 。 

性质 3  |||||| BAAB = 。 

例 9  设 3=A ，且 2 0AB E+ = ，E 为 2 阶单位阵，求 B . 

解   由 2 0AB E+ = 得 

                2AB E= − ， 

    2AB E= − ， 

2( 2) 4A B E= − = ， 

因此   
4

3
B = . 

 



线性代数教案                                                                  第 2 章矩阵及其运算 

计算机与数学基础教学部 王娜 

三、巩固练习 

已知矩阵 







=

635

412
A ，

















−=

3120

1013

4201

B ，求： AB及 BA． 

四、小结 

1.矩阵的加法； 

2.矩阵的数乘； 

3.矩阵的乘法； 

4.矩阵的转置； 

5.矩阵的迹和矩阵的行列式。 

五、布置作业 

学习通作业 

教学反思： 

一、教学内容与方法的反思 

1.内容安排：在教授矩阵运算时，我首先介绍矩阵的加法、减法、乘法（包括数乘和矩阵乘法）、转

置等运算。这样的内容安排有助于学生逐步建立对矩阵运算的理解。然而，我也意识到，在介绍矩

阵乘法时，部分内容可能过于抽象，导致部分学生难以完全理解。未来，我计划增加更多的实例和

图形化展示，帮助学生更好地理解矩阵乘法的本质。 

2.教学方法：我采用了讲授、演示、练习等多种教学方法。讲授和演示帮助学生理解矩阵运算的基

本概念和运算规则，练习则帮助学生巩固所学知识。然而，我也注意到，在某些复杂的运算上，如

行列式计算，部分学生仍感到困惑。这提示我，未来需要更多地采用启发式教学和互动式教学，鼓

励学生主动思考和探索。 

二、学生学习情况的反思 

1.掌握情况：通过课堂练习和课后作业，我发现大部分学生能够掌握矩阵的基本运算，但在处理复

杂问题时仍显得力不从心。这可能与我在教学中过于注重理论知识的讲解，而忽视了实践应用有关。

未来，我计划增加更多与实际应用相关的案例和练习题，帮助学生提高解决实际问题的能力。 

2.学习态度：在教学过程中，我注意到部分学生对矩阵运算的学习态度不够积极。这可能与我对学

习目标的阐述不够明确，或者学生对矩阵运算的重要性认识不足有关。未来，我将在教学中更多地

强调矩阵运算在实际问题中的应用，以及它与其他数学分支的联系，以激发学生的学习兴趣和动力。 

三、教学策略与改进的反思 

1.加强理论与实践的结合：未来，我将更加注重理论与实践的结合，通过更多的实际问题和案例来

演示矩阵运算的应用。同时，我也会鼓励学生自己寻找和解决实际问题，以提高他们的应用能力和

创新思维。 

2.采用多样化的教学资源：为了帮助学生更好地理解和掌握矩阵运算，我将采用更多的教学资源，

如教学视频、在线课程、习题库等。这些资源可以为学生提供更多的学习机会和练习机会，帮助他

们巩固所学知识。 

3.加强师生互动与反馈：在课堂上，我将更加注重与学生的互动和反馈。通过提问、讨论和练习等

方式，鼓励学生积极参与课堂活动，并及时解答他们的疑问和困惑。同时，我也会定期收集学生的

学习反馈和意见，以便及时调整教学策略和方法。 
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授课题目 §2.3 逆矩阵 课次：7 

教学目标 

1.知识目标 

（1）理解伴随矩阵、逆矩阵的概念。 

（2）掌握逆矩阵的性质以及矩阵可逆的充要条件。 

（3）会用伴随矩阵求逆矩阵。 

2.能力目标 

（1）提高矩阵运算能力：通过逆矩阵的学习，学生应能够熟练地进行求逆等运算，

提高矩阵运算的准确性和速度。 

（2）培养逻辑思维和抽象思维能力：逆矩阵的学习涉及到较深的数学理论和逻辑推

理，学生需要通过理解逆矩阵的定义、性质和求解方法，培养自己的逻辑思维和抽象

思维能力。 

（3）增强问题解决能力：学生应能够运用逆矩阵的知识解决实际问题，这要求学生

能够将实际问题抽象为数学问题，并灵活运用逆矩阵的知识进行求解。 

3.情感与态度目标 

（1）激发学习兴趣：通过生动有趣的逆矩阵案例和实践活动，激发学生的学习兴趣

和好奇心，使他们愿意主动探索和学习逆矩阵的相关知识。 

（2）培养严谨的数学态度：在学习逆矩阵的过程中，学生需要保持严谨的数学态度，

认真对待每一个数学概念和运算规则，确保自己的解题过程和结果准确无误。 

教学重点 逆矩阵的性质；矩阵可逆的条件 

教学难点 用伴随矩阵求逆矩阵 

教学手段 板书与多媒体结合、学习通 

教学方法 讲授法、练习反馈法、启发式教学法 

教学时数 2课时 

教 学 过 程 备注 

 

一、复习引入 

1.复习矩阵的加、减、数乘和乘法； 

2.矩阵的运算有除法吗？ 

答：没有除法，只有逆矩阵。 

二、讲授新课 

（一）伴随矩阵 

定义 1( 伴随矩阵 )  设 }{ ijaA = ，由行列式 | A | 的代数余子式 ijA  所构

成的矩阵 





















=

nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA

A









21

22212

12111

*
 ， 
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称之为矩阵 A的伴随矩阵。 

注意到，伴随矩阵 *A 在位置 ),( ji 上的元素是矩阵 A在位置 ),( ij 上的代数

余子式。 

例如， 







=

43

21
A  的伴随矩阵是  









−

−
=

13

24
*A 。 

性质 1  * *

| | 0 0

0 | | 0
| |

0 0 | |

 
 
 = = =
 
 
 

A

A
AA A A A E

A

.                

性质 2   当 0A 时， 
* 1| | | |n−=A A . 

证明    由
* | |=AA A E   知  

* | |n=A A A ，因为 0A ，所以

* 1| |n−=A A  

例 1  设矩阵   
2 1

3 4

 
=  
 

A , 求 
A ．  

解    11 4=A ， 12 3= −A ， 21 1= −A ， 22 2=A  

所以   
4 1

3 2


− 

=  
− 

A . 

练习  求矩阵  

















=

343

122

321

A 的伴随矩阵。 

解   
















−

−−

−

=

222

563

462
*A 。    

并   =AA*

2 0 0

0 2 0 2 | |

0 0 2

E A E

 
 

= = 
 
 

； 

注意到 2|| =A 。同理可验证 
* | |AA A E= 。 

（二）逆矩阵 

定义 2（逆矩阵）  设 A是n阶矩阵，若存在矩阵B ，使得 
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AB BA E= = ， 

则称矩阵B 是矩阵 A的逆矩阵；并称 A是可逆矩阵（或称矩阵 A是可逆的）。 

例如  







=

13

02
A ，则 














=

− 1

0

2

3
2

1

B  是 A的逆矩阵。  

方阵可逆的条件 

定理 1  对任意方阵 A，若逆矩阵存在，必定唯一. 

证明    假设矩阵 B 和 C 都是的 A 逆矩阵，使 = =AB BA E ，

= =AC CA E    

则            ( ) ( )= = = = =B BE B AC BA C EC C  

所以 A的逆矩阵是唯一的. 

定理 2  n阶方阵 A可逆的充分必要条件是 | | 0A ，且
1 *1

| |

− =A A
A

.  

证明  必要性：由于 A可逆，故存在n阶方阵B ，使得 AB E= ，两边取

行列式得 

       1 0A B E= =       

从而有 | | 0A 。 

充分性，由于 | | 0A ，由
* * | |= =AA A A A E ， 

* *1 1

| | | |

   
= =   

   
A A A A E

A A
．  

则由
* *1 1

| | | |

   
= =   

   
A A A A E

A A
和逆矩阵定义可知， A 可逆，且

1 *1

| |

− =A A
A

. 

 对于n阶方阵 A , B ，只要有 =AB E（或 =BA E ），则 A、B 都可逆且

互为逆矩阵.  

有时称可逆矩阵为非奇矩阵；称不可逆矩阵（即 0|| =A 时）为奇异矩阵。 

3．逆矩阵的性质 

性质 1  若 A是可逆矩阵，则
1−

A 也是可逆矩阵，且
1 1( )− − =A A . 

性质 2  若 A是可逆矩阵，常数 0 ，则A 也是可逆矩阵，且

1 11
( )



− −=A A . 
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证明  对于 A , 取
11

B A


−= , 有
1 11

( ) ( )( )A B A A AA E 


− −= = = ． 

性质 3  若 A、 B 是同阶可逆矩阵，则 AB也是可逆矩阵，且

1 1 1( )− − −=AB B A . 

证明   对于 AB , 取
11 −−= ABC , 有 

          EABBAABABCAB === −−−− 1111
)())(()( ． 

性质 4  若 A是可逆矩阵，则 T
A 也是可逆矩阵，且

T 1 1 T( ) ( )− −=A A . 

证明 对于 T
A , 取

T1
)(

−= AB , 有 EAAAABA === −− T1T1TT
)()( ． 

性质 5  若 A是可逆矩阵，则
1 1 1

| | | |
| |

− −= =A A
A

. 

性质 6  若 A是可逆矩阵，且 AB = AC ，则有B = C .                                              

性质 7  若 A是可逆矩阵，且 AB = O，则有B = O . 

矩阵的负幂  设 0|| A ，定义 

                      
kk AA )( 1−− = 。 

例 2   
1 2

3 4

 
=  
 

A ，验证 A是否可逆，若可逆求其逆. 

解   因为 | | 2 0= − A ，故 A可逆， 

又因为        
4 2

3 1


− 

=  
− 

A  

所以       
1 *1

| |

− =A A
A

2 1
4 21

3 1
3 12

2 2

− 
−   = − =   − − 

 

. 

例 3   设矩阵

1 0 1

2 1 0

0 3 1

− 
 

=  
 − 

A ，求矩阵 A的逆矩阵. 

解   因为 | | 7 0= − A ，故 A可逆，且 11 1=A ， 21 3= −A ， 31 1= −A ，

12 2= −A ， 22 1= −A ， 32 2=A ， 13 6= −A ， 23 3= −A ， 33 1= −A ，则伴随矩

阵为  

  
*

1 3 1

2 1 2

6 3 1

− − 
 

= − − 
 − − − 

A  

所以      
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1 *

1 3 1
1 1

2 1 2
| | 7

6 3 1

−

− − 
 

= = − − − 
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例 4   设n阶方阵 A满足
2 4 6 0− − =A A E ，试证 A是可逆矩阵，并求

1−
A . 

证明   由
2 4 6 0− − =A A E 得 
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所以                  
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由此可知 A可逆，并且
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6

A− −
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E
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例 5  设 A 是 n 阶可逆矩阵 ( 2)n  ， 
A 是 A 的伴随矩阵，证明

2
( )

n−  =A A A. 

证明   由
* | |=AA A E 得 

*

| |
=

A
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所以 
A 可逆，且 

1 1
( ) − =A A

A
 

又因为 ( )( )   =A A A E 2。 

所以
1( ) ( )    −=A A A

1 21n n− −
= =A A A A

A
. 

由本例可知，若方阵 A可逆，则伴随矩阵 
A 也可逆，且

1 1
( ) − =A A

A
. 

三、巩固练习 

判断下列方阵
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
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B 是否可逆? 若可逆，

求其逆阵. 

解： 02 −=A ， 0=B ，所以B 不可逆， A可逆，并且 
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四、小结 

1.伴随矩阵； 

2.矩阵可逆的条件以及逆矩阵的性质。 

五、布置作业 

学习通上作业 

教学反思： 

一、教学内容与方法的反思 

1.内容安排：在教授逆矩阵时，我首先介绍了逆矩阵的基本概念，然后逐步深入到逆矩阵的性质、

求解方法以及应用。这样的内容安排有助于学生逐步建立对逆矩阵的全面理解。然而，我也意识到，

在介绍逆矩阵的求解方法时，部分内容可能过于理论化，导致部分学生难以完全掌握。未来，我计

划增加更多的实例和图形化展示，帮助学生更好地理解逆矩阵的求解步骤。 

2.教学方法：我采用了讲授、演示、练习等多种教学方法。讲授和演示帮助学生理解逆矩阵的基本

概念和性质，练习则帮助学生巩固所学知识。然而，我也注意到，在部分复杂的求解过程中，如使

用伴随矩阵法求解逆矩阵时，学生可能感到困惑。这提示我，未来需要更多地采用启发式教学和互

动式教学，鼓励学生主动思考和探索逆矩阵的求解方法。 

二、学生学习情况的反思 

1.掌握情况：通过课堂练习和课后作业，我发现大部分学生能够理解逆矩阵的基本概念和性质，但

在求解逆矩阵时仍存在一定的困难。这可能与我在教学中过于注重理论知识的讲解，而忽视了实践

应用有关。未来，我计划增加更多与实际应用相关的案例和练习题，帮助学生提高求解逆矩阵的能

力。 

2.学习态度：在教学过程中，我注意到部分学生对逆矩阵的学习态度不够积极。这可能与逆矩阵的

抽象性和复杂性有关，导致部分学生产生畏难情绪。为了激发学生的学习兴趣和积极性，我计划在

未来的教学中增加更多生动有趣的案例和实践活动，如利用逆矩阵求解线性方程组、进行矩阵分解

等。 

三、教学策略与改进的反思 

1.加强理论与实践的结合：未来，我将更加注重理论与实践的结合，通过更多的实际问题和案例来

演示逆矩阵的应用。同时，我也会鼓励学生自己寻找和解决实际问题，以提高他们的应用能力和创

新思维。 

2.采用多样化的教学资源：为了帮助学生更好地理解和掌握逆矩阵，我将采用更多的教学资源，如

教学视频、在线课程、习题库等。这些资源可以为学生提供更多的学习机会和练习机会，帮助他们

巩固所学知识。 

3.加强师生互动与反馈：在课堂上，我将更加注重与学生的互动和反馈。通过提问、讨论和练习等

方式，鼓励学生积极参与课堂活动，并及时解答他们的疑问和困惑。同时，我也会定期收集学生的

学习反馈和意见，以便及时调整教学策略和方法。 

4.关注学生的个体差异：在未来的教学中，我将更加关注学生的个体差异，针对不同学生的学习需

求和水平，制定个性化的教学计划和辅导策略。这有助于帮助学生更好地理解和掌握逆矩阵的知识，

提高他们的学习效果。 
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授课题目 §2.4 矩阵的分块法 课次：8 

教学目标 

1.知识目标 

（1）了解分块矩阵。 

（2）掌握分块矩阵的运算法则。 

2.能力目标 

（1）提高矩阵运算能力：通过矩阵分块法的学习，学生应能够更高效地处理较大规

模的矩阵运算，提高运算速度和准确性。 

（2）培养抽象思维和逻辑推理能力：矩阵分块法涉及到较为抽象的数学概念和逻辑

推理，学生需要通过理解和应用分块矩阵的运算规则，培养自己的抽象思维和逻辑推

理能力。 

（3）增强问题解决能力：学生应能够运用矩阵分块法解决实际的数学问题，如求解

高阶行列式、进行矩阵分解等。这要求学生能够将实际问题抽象为数学问题，并灵活

运用矩阵分块法的知识进行求解。 

3.情感与态度目标 

（1）激发学习兴趣：通过生动有趣的矩阵分块法案例和实践活动，激发学生的学习

兴趣和好奇心，使他们愿意主动探索和学习矩阵分块法的相关知识。 

（2）培养严谨的数学态度：在学习矩阵分块法的过程中，学生需要保持严谨的数学

态度，认真对待每一个数学概念和运算规则，确保自己的解题过程和结果准确无误。 

教学重点 分块矩阵的概念 

教学难点 分块矩阵的运算 

教学手段 板书与多媒体结合、学习通 

教学方法 讲授法、引导发现教学法 

教学时数 2课时 

教 学 过 程 备注 

 

一、复习引入 

11 12

21 22

11 12 11 12

21 22 21 22

0 0

0 0

a a

a a

c c b b

c c b b

11 12 11 12

21 22 21 22

a a b b

a a b b
=  

二、讲授新课 

把一个矩阵看成是由一些小矩阵组成的，有时会对一些具有特殊结构的矩

阵的运算带来方便，如乘法和求逆等。而在具体运算时，则把这些小矩阵看作数

一样（按运算规则）进行运算。这种把一个矩阵划分成一些小矩阵，就是所谓的

矩阵分块。   

设 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



线性代数教案                                                                  第 2 章矩阵及其运算 

计算机与数学基础教学部 王娜 





















−−

−
=





















−
=

0211

1401

1021

2301

,

1011

0121

0010

0001

BA  

我们对 A与B 进行不同形式的划分，来进行 A与B 的基本运算。 

划分一、把矩阵 A与B 分别分划成 4 个 22 小矩阵： 

2 11 12

1 2 21 22

,
E O B B

A B
A E B B

   
= =   
   

，   

现在我们对矩阵 BA, 进行乘积运算，把这些小矩阵看作数一样来处理，按乘法

运算规则， 

2 11 12

1 2 21 22

E O B B
AB

A E B B

  
=   
    

= 








++ 2212121111

1211

BBABBA

BB
 

计算出    21111 BBA + ，和  22121 BBA + ，可得 





















−

−

−
=

3511

1142
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AB . 

同样，我们也可以进行加法、数乘的运算： 

=+ BA 2 11 12

1 21 2 22

E B B

A B E B

+ 
 

+ + 
 ，

2

1 2

3
3

3 3

E O
A

A E

 
=  
 

。 

划分二、把矩阵 A与B 按下列形式划分成 4 个小矩阵： 









=

2221

1211

AA

AA
A ， 








=

2221
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B  

其中  







=
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11A ， 








=

0

0
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





−
=
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


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


=

1

0
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








−
=

021

301
11B ， 








=

1

2
12B ，  









−−
=
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21B ， 








=

0

1
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按这种划分进行乘法运算，即 
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= 









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22221212121221121

2212121121121111

BABABABA
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 ，  

此时所有的小矩阵乘积运算都是没有定义的。 

划分三、对矩阵 A的划分不变，而B 的划分改成为：  

















−=

401

021

301

11B ，

















=

1

1

2

12B ，  ( )21121 −−=B ， ( )022 =B 。 

此时 AB 的运算也可以按分块形式进行： 














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




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 ， 

但此时小矩阵之间的乘法运算并没有给我们带来方便，不如划分一这样简单。 

因此在对矩阵进行分块运算时，特别是乘法运算和求逆运算，矩阵的划分一

定要注意到： 

1）矩阵的行列对应，以保证小矩阵的运算可以进行。 

2）针对矩阵的结构进行划分，以给运算带来方便。 

例 1  设 D  是一个（ st + ）阶矩阵，按下列形式划分成 4 个小矩阵， 

                        







=

BC

OA
D ， 

其中 A、 B 分别是 s 阶和 t 阶的非奇矩阵，求 1−D 。 

解    设  







=−

2221

12111

XX

XX
D ，根据 IDD =−1

，得 
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
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
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−
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−−−
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特别，当 OC = 时，有 

                        



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这些结论可以推广到一般情况： 








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
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称为块下三角矩阵，其逆矩阵（若存在的话）一定也是块下三角矩阵。下列形式

的矩阵称之为块对角矩阵，成立 
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



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


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
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











。 

矩阵的一种重要划分是所谓的按列划分和按行划分。设 A是一个 nm 矩

阵 

把矩阵的每一列看成是一个 1m 的小矩阵 j ，于是 A可以写成 

( )nA  21= ；                            

类似地，把矩阵的每一行看成是一个 n1 的小矩阵 i ，于是 A可以写成 





















=

m

A








2

1

。         

三、巩固练习 

设 

















=

120

131

005

D ， 求
1−D 。 

四、小结 
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1.分块矩阵的概念； 

2.分块矩阵的运算。 

五、布置作业 

学习通作业 

教学反思： 

一、教学内容与方法的反思 

1.内容安排：我首先介绍了矩阵分块法的基本概念，然后详细讲解了分块矩阵的运算规则和性质。

通过实例演示，学生初步理解了矩阵分块法的应用。但在实际教学中，我发现部分学生对分块矩阵

的运算规则掌握不够熟练，特别是在处理复杂矩阵时显得力不从心。 

2.教学方法：我采用了讲授、演示和练习相结合的教学方法。在课堂上，我通过 PPT 和板书展示矩

阵分块法的概念和运算规则，并通过实例演示帮助学生理解。同时，我也安排了一些练习题，让学

生在课后进行巩固。然而，我意识到在教学方法上还可以更加多样化，以激发学生的学习兴趣和主

动性。 

二、学生学习情况的反思 

1.掌握情况：通过课堂表现和课后作业反馈，我发现大部分学生对矩阵分块法的基本概念和运算规

则有一定的了解，但在实际应用中仍存在困难。特别是在处理较大规模的矩阵时，学生往往感到无

从下手。这可能与我在教学中过于注重理论知识的讲解，而忽视了实践应用有关。 

2.学习态度：学生对矩阵分块法的学习态度总体上是积极的，但也有部分学生表现出畏难情绪。他

们觉得矩阵分块法较为抽象和复杂，难以掌握。这提示我在未来的教学中需要更加注重学生的个体

差异，针对不同学生的学习需求和水平进行个性化教学。 

三、教学策略与改进的反思 

1.加强理论与实践的结合：在未来的教学中，我将更加注重理论与实践的结合。通过引入更多的实

际问题和案例，帮助学生理解矩阵分块法的应用背景和实际意义。同时，我也会鼓励学生自己寻找

和解决实际问题，以提高他们的应用能力和创新思维。 

2.加强练习与反馈：为了帮助学生更好地掌握矩阵分块法的运算规则和性质，我将安排更多的练习

题和课后作业。同时，我也会及时收集学生的反馈和疑问，针对问题进行解答和指导。通过不断的

练习和反馈，帮助学生巩固所学知识并提高解题能力。 

3.关注学生的个体差异：在未来的教学中，我将更加关注学生的个体差异。针对不同学生的学习需

求和水平进行个性化教学。对于基础较弱的学生，我会提供更多的辅导和支持；对于学有余力的学

生，我会鼓励他们深入探索和研究矩阵分块法的相关知识。 
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授课题目 §2.4 矩阵的初等变换与初等矩阵（1） 课次：8 

教学目的 
1.了解矩阵的初等变换的概念; 

2.会将矩阵化为行阶梯矩阵 

教学重点 初等变换的方法 

教学难点 初等变换的方法 

教学手段 板书与多媒体结合 

教学时数 1课时 

教 学 过 程 备注 

 

一、复习引入 

引例 --- 线性方程组的 Gauss 消元法 

                   













=+++

=+++

=+++

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa









2211

22222121

11212111

                                                 

线性方程组的矩阵形式：   A BX =   

增广矩阵：        





















==

mmnmm

n

n

baaa

baaa

baaa

BAA









21

222221

111211

),(  

例  用 Gauss 消元法求解线性方程组 









−=++

−=++

=−+

1123

22382

1952

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

解   消元 ： 

1 2 3

2 3

3

2 5 19

7 30

4

x x x

x x

x

+ − =


+ = −
 = −

（同时对增广矩阵作同样变换） 

消元结束。再回代。  可得到方程组的解为 4,2,3 321 −=−== xxx    
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也可以继续消元：       

1

2

3

3

2

4

x

x

x

=


= −
 = −

（同时对增广矩阵作同样变换） 

    对方程组用了以下三种变换：1）互换两个方程的位置；2) 用一个不等于零

的数乘某一个方程；3) 某一个方程加上另一个方程的 k 倍。相应地矩阵也有上

述三种变换。 

施行这三种变换不会改变方程组的同解性。 

二、讲授新课 

（一）矩阵的初等变换 

定义 1（初等变换）  矩阵的初等行（列）变换是指下列三种变换： 

(1) 对换：互换矩阵中两行（列）的位置； 

(2) 倍乘：用一个非零数 k 乘矩阵的某一行（列）； 

(3) 倍加：矩阵的某一行（列）元素加上另一行（列）对应元素的 k 倍； 

（注意：另一行的元素并没有改变） 

例 1  用初等行变换化矩阵 A 为上三角形矩阵 

.

1112

1131

1211

4112





















−

−−

−

−

=A    





















−

−−

−

→

17000

6100

2110

1211

 

行阶梯形矩阵是指满足下列两个条件的矩阵： 

(1) 矩阵的零行（元素全为零的行）全部位于非零行的下方； 

(2) 各个非零行的左起第一个非零元素的列序数由上至下严格递增。 

例如，矩阵





















−

00000

23000

12420

30732

是一个行阶梯形矩阵，下列矩阵则不是 
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

















 −





















−

−





















−

0000

5410

0000

3214

,

00000

21830

08430

43121

,

0000

2030

1200

0421

 

行最简形矩阵：若行阶梯形矩阵还满足 

(1) 所有非零行的左起第一个非零元素均为 1； 

(2) 各个非零行的左起第一个非零元素所在的列的其余元素都是零。 





















−

00000

23000

12420

30732

还可进一步通过行初等行变换化为  

























−

00000
3

2
1000

6

1
0210

4

5
0

2

13
01

 

定理 1 任意一个非零矩阵总可经过行初等变换化为行阶梯形矩阵和行最简

形矩阵。 

证明   

例 2 化下列矩阵为行阶梯形矩阵，及行最简形矩阵： 

         （1）

















311

121

111

；  （2）





















−−

1001424

52712

12031

21301

 

三、巩固练习 

用初等变换把矩阵

0 0 1 1 2

1 4 1 0 2

1 4 2 1 0

2 8 1 1 2

− − 
 

−
 =
 − − −
 
 

A 化成行阶梯形进而化成标准形.

四、小结 
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1.矩阵的初等变换； 

2.行阶梯形矩阵和行最简形矩阵。 

五、布置作业 

学习通作业 

教学反思： 
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授课题目 §2.4 矩阵的初等变换与初等矩阵 课次：9 

教学目标 

1.知识目标 

（1）了解矩阵的初等变换的概念。 

（2）会将矩阵化为行阶梯矩阵。 

（3）了解初等矩阵的概念。 

（4）掌握初等变换法求逆矩阵的方法。 

2.能力目标 

（1）运用初等变换求解问题：学生应能够灵活运用矩阵的初等变换解决线性方程组、

矩阵的行列式问题以及矩阵的秩等相关问题。通过初等变换，学生可以将复杂的矩阵

问题转化为更易于解决的形式。 

（2）掌握初等矩阵的运算：学生应能够熟练掌握初等矩阵的运算规则，包括初等矩

阵的乘法、逆矩阵的求解等。同时，学生还需要能够利用初等矩阵进行矩阵的等价变

换，从而简化矩阵的运算过程。 

（3）培养抽象思维和逻辑推理能力：通过学习矩阵的初等变换与初等矩阵，学生可

以培养自己的抽象思维和逻辑推理能力。学生需要理解并掌握矩阵这一抽象数学对象

的基本性质和运算规则，并能够运用这些知识进行逻辑推理和问题解决。 

3.情感与态度目标 

（1）激发学习兴趣和好奇心：通过生动有趣的矩阵初等变换与初等矩阵的案例和实

践活动，激发学生的学习兴趣和好奇心。让学生感受到数学的魅力和实用性，从而更

加积极地投入到数学学习中去。 

（2）培养严谨的数学态度：在学习矩阵的初等变换与初等矩阵的过程中，学生需要

保持严谨的数学态度。他们需要认真对待每一个数学概念和运算规则，确保自己的解

题过程和结果准确无误。通过不断的练习和实践，学生可以逐渐培养起严谨的数学思

维和解题习惯。 

教学重点 初等变换的方法、初等变换法求逆矩阵 

教学难点 初等变换的方法、初等矩阵 

教学手段 板书与多媒体结合、学习通 

教学方法 实例分析法、讨论法、引导发现教学法、讲授法、评估与反馈法 

教学时数 2课时 

教 学 过 程 备注 

 

一、复习引入 

引例 --- 线性方程组的 Gauss 消元法 

                   













=+++

=+++

=+++

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa









2211

22222121

11212111

                                                 

线性方程组的矩阵形式：   A BX =   
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增广矩阵：        





















==

mmnmm

n

n

baaa

baaa

baaa

BAA









21

222221

111211

),(  

例  用 Gauss 消元法求解线性方程组 









−=++

−=++

=−+

1123

22382

1952

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

解   消元 ： 

1 2 3

2 3

3

2 5 19

7 30

4

x x x

x x

x

+ − =


+ = −
 = −

（同时对增广矩阵作同样变换） 

消元结束。再回代。  可得到方程组的解为 4,2,3 321 −=−== xxx    

也可以继续消元：       

1

2

3

3

2

4

x

x

x

=


= −
 = −

（同时对增广矩阵作同样变换） 

    对方程组用了以下三种变换：1）互换两个方程的位置；2) 用一个不等于零

的数乘某一个方程；3) 某一个方程加上另一个方程的 k 倍。相应地矩阵也有上

述三种变换。 

施行这三种变换不会改变方程组的同解性。 

二、讲授新课 

（一）矩阵的初等变换 

定义 1（初等变换）  矩阵的初等行（列）变换是指下列三种变换： 

(1) 对换：互换矩阵中两行（列）的位置； 

(2) 倍乘：用一个非零数 k 乘矩阵的某一行（列）； 

(3) 倍加：矩阵的某一行（列）元素加上另一行（列）对应元素的 k 倍； 

（注意：另一行的元素并没有改变） 

例 1  用初等行变换化矩阵 A 为上三角形矩阵 
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.

1112

1131

1211

4112





















−

−−

−

−

=A    





















−

−−

−

→

17000

6100

2110

1211

 

行阶梯形矩阵是指满足下列两个条件的矩阵： 

(1) 矩阵的零行（元素全为零的行）全部位于非零行的下方； 

(2) 各个非零行的左起第一个非零元素的列序数由上至下严格递增。 

例如，矩阵





















−

00000

23000

12420

30732

是一个行阶梯形矩阵，下列矩阵则不是 



















 −





















−

−





















−

0000

5410

0000

3214

,

00000

21830

08430

43121

,

0000

2030

1200

0421

 

行最简形矩阵：若行阶梯形矩阵还满足 

(1) 所有非零行的左起第一个非零元素均为 1； 

(2) 各个非零行的左起第一个非零元素所在的列的其余元素都是零。 





















−

00000

23000

12420

30732

还可进一步通过行初等行变换化为  

























−

00000
3

2
1000

6

1
0210

4

5
0

2

13
01

 

定理 1 任意一个非零矩阵总可经过行初等变换化为行阶梯形矩阵和行最简

形矩阵。 

证明   
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例 2 化下列矩阵为行阶梯形矩阵，及行最简形矩阵： 

         （1）

















311

121

111

；  （2）





















−−

1001424

52712

12031

21301

 

（二）初等矩阵 

定义 1  由单位矩阵 E 经过一次初等变换得到的矩阵称为初等矩阵（或初等

方阵）. 

三种变换对应着三种初等矩阵： 

（1）对调两行（两列）. 

例如对换 E 中的 ,i j 两行（两列），得到初等矩阵 

1

0 1

( , )

1 0

1

i

i j

j

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 

行

行

E
 

             i 列  j 列 

（2）用数 0k  乘某行（列）. 

例如用数 0k  乘 E 的第 i 行（或第 i 列），得到初等矩阵 

1

1

( ( ))

1

1

i k k i

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 

行E
 

                             i 列  

（3）用数 k 乘某行（列）加到另一行（列）上去. 

例如用数 k 乘 E 的第 j 行加到第 i 行上去(或用数 k 乘 E 的第 i 列加到第 j

列上去)，得初等矩阵  
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1

1

( ( ))

1

1

k i

ij k

j

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 

行

行

E  

                           i 列   j 列 

例如 

0 0 1 0

0 1 0 0
(1,3)

1 0 0 0

0 0 0 1

 
 
 =
 
 
 

E
，

1 0 0

(2(3)) 0 3 0

0 0 1

 
 

=  
 
 

E ，

1 0 4 0

0 1 0 0
(13( 4))

0 0 1 0

0 0 0 1

− 
 
 − =
 
 
 

E
. 

不难证明,初等矩阵都是可逆的，其逆矩阵仍是同类型的初等矩阵. 

(1)因变换 i jr r 的逆变换就是其本身,所以 

1( , ) ( , )i j i j− =E E ;   

(2) 因变换 ir k 的逆变换为
1

ir
k

 ,所以  

1 1
( ( )) ( ( ))i k i

k

− =E E ; 

(3)因变换 i jr kr+ 的逆变换为 ( )i jr k r+ − ,所以 

1( ( )) ( ( ))ij k ij k− = −E E . 

定理 1  设 A是一个m n 矩阵，对 A作一次初等行变换，相当于在 A的左

边乘相应的m 阶初等矩阵；对 A作一次初等列变换，相当于在 A的右边乘相应

的n阶初等矩阵.（证明略） 

推论 1  可逆矩阵 A一定可以经过有限次初等变换化为单位矩阵. 

定理 2  n阶方阵 A 可逆的充分必要条件是 A 能表示为有限个n阶初等矩

阵的乘积， 

即 A 1 t= P P （ 1, , tP P 为初等矩阵）.  

证明  必要性：因为 A 是可逆矩阵，所以存在初等矩阵
1 1 1

1 2 , t

− − −
P ,P P ，

使得 

1 1 1

2 1t

− − − =P P P A E , 

又 

1 1 1

1 2 2 1 1 2t t t

− − − =P P P P P P A P P P E , 
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所以 

1 2 1 2t t=A P P P E = P P P , 

1 2 , tP ,P P 都是初等矩阵。 

充分性；设
1 2 t=A P P P ,(

1 2 , tP ,P P 为初等矩阵), 

因初等矩阵可逆, 有限个初等矩阵的积仍可逆,故 A可逆. 

推论 2  可逆方阵必与同阶单位矩阵等价. 

推论 3  两个 nm 矩阵 A 与 B 等价的充分必要条件是存在m 阶可逆矩阵

P 和n阶可逆矩阵Q ，使 

PAQ = B . 

综合上面的讨论，可以得到一种求逆矩阵的方法. 

（三）初等变换法求逆矩阵 

设 A是n阶可逆方阵，由定理 3，则有 1 2 t=A P P P ，这里 1 2, , , tP P P 都

是初等矩阵，所以 

1 1 1 1 1 1

2 1 2 1 1 2t t t

− − − − − −= =P P P A P P P P P P E .   

它表明，n阶可逆方阵 A经过一系列的初等变换可变成单位方阵 E . 

两端同时右乘 1−
A ,有 

1 1 1 1

2 1t A− − − −=P P P E . 

1 1 1

2 1t

− − −
P P P 都是初等矩阵. 

它表明，当n阶可逆方阵 A经过一系列的初等变换变成单位矩阵 E 的同时，

n阶单位矩阵 E 经过这同一系列初等行变换变成 1−
A . 

由此得到一个用初等变换求逆矩阵的方法，即用 A和 E 作一个 nn 2 矩阵

( )A E ，然后对其进行初等行变换，当把左边的 A化为 E 时，同时右边的 E 就

化为
1−

A . 

当 A为可逆矩阵时，用初等行变换求逆矩阵的方法可简记为 

1( ) −⎯⎯⎯⎯→行初等变换 （ ）A E E A . 

若进行初等行变换，其中的 A不能化为 E ，则说明 A不可逆. 

例 3   设 

1 1 1 1

1 2 2 1

2 5 1 4

4 1 1 2

 
 

− − −
 =
 −
 
 

A  

判断 A是否可逆；若可逆，求 1−
A . 
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解   ( )

1 1 1 1 1 0 0 0

1 2 2 1 0 1 0 0

2 5 1 4 0 0 1 0

4 1 1 2 0 0 0 1

 
 

− − −
 =
 −
 
 

A E  

2 1

3 1

4 1

2

4

1 1 1 1 1 0 0 0

0 3 3 2 1 1 0 0

0 3 3 2 2 0 1 0

0 3 3 2 4 0 0 1

r r
r r

r r

−
−

−

 
 

− − − −
 ⎯⎯⎯→
 − −
 

− − − − 

 

因为 

0

2330

2330

2330

1111

=

−−−

−

−−−
， 

所以 0=A ，故 A不可逆，即
1−

A 不存在. 

注意:  此例说明，在用初等变换求逆矩阵的过程中既可看出矩阵是否可逆，

而不必先去判断. 

例 4   设 

1 2 3

2 1 2

1 3 4

 
 

=  
 
 

A ，用初等变换法求 1−
A . 

解  

( ) 2 1

3 1

2

1 2 3 1 0 0 1 2 3 1 0 0

2 1 2 0 1 0 0 3 4 2 1 0

1 3 4 0 0 1 0 1 1 1 0 1

r r

r r

−

−

   
   

= ⎯⎯⎯→ − − −   
   −   

A E  

2 3 3 23

1 2 3 1 0 0 1 2 3 1 0 0

0 1 1 1 0 1 0 1 1 1 0 1

0 3 4 2 1 0 0 0 1 5 1 3

r r r r +

   
   

⎯⎯⎯→ − ⎯⎯⎯→ −   
   − − − − −   

 

   

1 3

2 3 1 2

3

3

2

( 1)

1 2 0 14 3 9 1 0 0 2 1 1

0 1 0 6 1 4 0 1 0 6 1 4

0 0 1 5 1 3 0 0 1 5 1 3

r r

r r r r

r

+

+ −

− 

− −   
   

⎯⎯⎯→ − ⎯⎯⎯→ −   
   − − − −   

 

所以    

1

2 1 1

6 1 4

5 1 3

−

− 
 

= − 
 − − 

A . 
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例 5  设 2

3 2

1 0 0 0

1 0 0

1 0

1

a

a a

a a a

 
 
 =
 
 
 

A ，试用初等变换法求 1−
A . 

解  ( ) 2

3 2

1 0 0 0 1 0 0 0

1 0 0 0 1 0 0

1 0 0 0 1 0

1 0 0 0 1

a

a a

a a a

 
 
 =
 
 
 

A E  

1

4,3,2

1 0 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 1

i ir ar

i

a

a

a

−−

=

 
 

−
 ⎯⎯⎯→
 −
 

− 

 

所以              
1

1 0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

a

a

a

−

 
 
−
 =
 −
 

− 

A . 

注意:   对
 
 
 

A

E
实施初等列变换求矩阵 A 的逆，当 A 化成 E 时， E 就化

成了
1−

A ， 

即
1−

   
⎯⎯⎯⎯→   

   

列初等变换A

E A

E
. 

初等变换法求解矩阵方程 

在矩阵方程 =AX B中，如果 A是可逆矩阵，则有惟一解
1−=X A B . 

若构造矩阵 ( )A B ，由上面讨论可知，当对其作初等行变换将 A化为 E 时，

B 就化成 1−=X A B ，即                  

1( ) −⎯⎯⎯⎯→行初等变换 （ ）A B E A B . 

例 6  解矩阵方程 =AX B，其中

1 0 1

2 1 0

3 2 5

 
 

=  
 − − 

A ，

1 2 1

4 5 2

1 4 1

− − 
 

= − 
 − − 

B . 

解  由 =AX B得
1−=X A B , 

( )

1 0 1 1 2 1

2 1 0 4 5 2

3 2 5 1 4 1

− − 
 

= − 
 − − − − 

A B  



线性代数教案                                                                  第 2 章矩阵及其运算 

计算机与数学基础教学部 王娜 

2 1

3 1

2

3

1 0 1 1 2 1

0 1 2 2 1 4

0 2 2 4 10 4

r r

r r

−

+

− − 
 

⎯⎯⎯→ − − 
 − − − 

 

3 22

1 0 1 1 2 1

0 1 2 2 1 4

0 0 2 0 8 12

r r−

− − 
 

⎯⎯⎯→ − − 
 − − 

 

3

1

2

1 0 1 1 2 1

0 1 2 2 1 4

0 0 1 0 4 6

r 

− − 
 

⎯⎯⎯→ − −
 
 − − 

 

1 3

2 32

1 0 0 1 2 5

0 1 0 2 9 8

0 0 1 0 4 6

r r

r r

−

+

 
 

⎯⎯⎯→ − − 
 − − 

 

所以 

1

1 2 5

2 9 8

0 4 6

−

 
 

= = − − 
 − − 

X A B . 

例 7 解矩阵方程 2= +AX X B，其中，

6 2 3

3 3 2

2 1 3

 
 

=  
 
 

A ，

2 3 1

1 0 1

1 1 0

 
 

= − 
 − 

B . 

解  将矩阵方程 2= +AX X B化为 

=(A - 2E)X B  

4 2 3

3 1 2

2 1 1

 
 

=  
 
 

A - 2E  

( )

4 2 3 2 3 1

3 1 2 1 0 1

2 1 1 1 1 0

 
 

= − 
 − 

A - 2E B  

2

3

( 1)

( 1)

1 0 0 2 2 2

0 1 0 1 4 3

0 0 1 4 1 1

r

r

− 

− 

− − − 
 

⎯⎯⎯→ − 
 
 
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所以 

1−= (A - 2E)X B =

2 2 2

1 4 3

4 1 1

− − − 
 
− 

 
 

. 

注意:   对
 
 
 

A

B
实施初等列变换解矩阵方程 =XA B，当 A化成 E 时，B

就化成了 1−
BA ，即                  

1−

   
⎯⎯⎯⎯→   

   

列初等变换A E

B BA
. 

例 8 解矩阵方程 =XA B，其中

0 2 1

2 1 3

3 3 4

 
 

= − 
 − − 

A ， 
1 2 3

2 3 1

 
=  

− 
B . 

解    方法一 

由 =XA B得 1−=X BA  

0 2 1

2 1 3

3 3 4

1 2 3

2 3 1

 
 

−  
 = − − 
  
 
 − 

A

B
1 3

1 2 0

3 1 2

4 3 3

3 2 1

1 3 2

c c

 
 

− 
 ⎯⎯⎯→ − −
 
 
 − 

 

2 1

1 3

2

1 0 0

1 7 2

1 11 3

2 4 1

1 5 2

c c
c c
−
−

 
 

− 
 ⎯⎯⎯→ − −
 

− 
 − − 

2 34

1 0 0

1 1 2

1 1 3

2 0 1

1 3 2

c c+

 
 
 
 ⎯⎯⎯→ − − −
 
 
 − 

 

1 2

3 22

1 0 0

0 1 0

0 1 1

2 0 1

4 3 4

c c
c c
−
−

 
 
 
 ⎯⎯⎯→ − −
 
 
 − − 

2 3

3( 1)

1 0 0

0 1 0

0 0 1

2 1 1

4 7 4

c c
c

−
− 

 
 
 
 ⎯⎯⎯→
 

− − 
 − 

. 

所以 

1
2 1 1

4 7 4

−
− − 

= =  
− 

X BA . 

方法二 

因 1 0= A ，故 A可逆.于是由 =XA B得
1−=X BA . 
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因
T T T T T=  =(XA) B A X B ，所以

1( )T T T−=X A B . 

而   

0 2 3

2 1 3

1 3 4

T

− 
 

= − 
 − 

A ,

1 2

2 3

3 1

TB

 
 

= − 
 
 

, 

故而  ( )
0 2 3 1 2

2 1 3 2 3

1 3 4 3 1

T T

− 
 

= − − 
 − 

A B 1 3

1 3 4 3 1

2 1 3 2 3

0 2 3 1 2

r r

− 
 

⎯⎯⎯→ − − 
 − 

 

2 12

1 3 4 3 1

0 7 11 4 5

0 2 3 1 2

r r−

− 
 

⎯⎯⎯→ − − − 
 − 

1 3

2 34

1 1 1 2 1

0 1 1 0 3

0 2 3 1 2

r r
r r
−
+

− − 
 

⎯⎯⎯→ − 
 − 

 

1 2

3 22

1 0 0 2 4

0 1 1 0 3

0 0 1 1 4

r r
r r
−
−

− 
 

⎯⎯⎯→ − 
 − − 

2 3

3( 1)

1 0 0 2 4

0 1 0 1 7

0 0 1 1 4

r r
r

−
−

− 
 

⎯⎯⎯→ − 
 − 

. 

于是           

2 4

1 7

1 4

TX

− 
 

= − 
 − 

. 

所以           

2 1 1

4 7 4

− − 
=  

− 
X . 

 

三、巩固练习 

1.用初等变换把矩阵

0 0 1 1 2

1 4 1 0 2

1 4 2 1 0

2 8 1 1 2

− − 
 

−
 =
 − − −
 
 

A 化成行阶梯形进而化成标准

形. 

2. 试判断矩阵

















−

−=

5221

531

321

A 是否可逆，若可逆，则求其逆阵 1−A 。 

四、小结 

1.矩阵的初等变换； 
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2.行阶梯形矩阵和行最简形矩阵； 

3.初等矩阵的概念； 

4.初等变换法求逆矩阵； 

5. 初等变换法求解矩阵方程. 

五、布置作业 

学习通作业 

教学反思： 

一、教学内容与方法的反思 

1.内容安排：在本次教学中，我详细讲解了矩阵的初等变换（行变换和列变换）以及初等矩阵的概

念和性质。通过板书、PPT 以及实际例子，我试图帮助学生理解这些抽象概念。然而，我意识到在

内容安排上，对于某些基础较弱的学生来说，可能需要更多的铺垫和解释。 

2.教学方法：我采用了讲授、案例分析等多种教学方法。在课堂上，我通过讲解定义、性质，然后

给出具体例子进行分析，最后让学生自己动手操作。这种方法在一定程度上帮助了学生理解，但我

也发现，部分学生在课堂上被动接受知识，缺乏主动思考和探索的机会。 

二、学生学习情况的反思 

1.掌握情况：通过课堂互动和课后作业反馈，我发现大部分学生能够理解矩阵的初等变换和初等矩

阵的基本概念，但在具体应用时仍存在困难。特别是在处理复杂矩阵时，学生往往难以准确地进行

初等变换。 

2.学习态度：大部分学生对矩阵的初等变换与初等矩阵表现出积极的学习态度，但也有部分学生感

到困惑和挫败。他们觉得这些内容抽象且难以掌握，导致学习兴趣下降。 

三、教学策略与改进的反思 

1.加强基础铺垫：在未来的教学中，我将更加注重对基础知识的铺垫和解释。通过引入更多与生活

或实际问题相关的例子，帮助学生建立对矩阵的直观认识，再逐步引入初等变换和初等矩阵的概念。 

2.增加互动环节：为了激发学生的学习兴趣和主动性，我将增加更多的互动环节。例如，可以设计

一些小组讨论、角色扮演或游戏化学习活动，让学生在轻松愉快的氛围中学习矩阵的初等变换与初

等矩阵。 

3.提供个性化辅导：针对部分基础较弱或学习困难的学生，我将提供个性化的辅导和支持。通过一

对一辅导、小组辅导或在线学习资源等方式，帮助他们克服学习障碍，提高学习效果。 

4.反馈与调整：在教学过程中，我将及时收集学生的反馈和意见，了解他们的学习需求和困难。根

据反馈结果，我将调整教学策略和方法，以确保教学效果的最大化。 
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授课题目 §2.6 矩阵的秩 课次：10 

教学目标 

1.知识目标 

（1）理解矩阵的秩的概念。 

（2）了解矩阵的秩的性质。 

2.能力目标 

（1）运用矩阵秩解决实际问题：学生应能够运用矩阵秩的概念和方法解决线性方程

组、矩阵的相似与合同、向量组的线性相关性等实际问题；学生应能够通过分析矩阵

的秩来判断线性方程组的解的情况，如无解、唯一解或无穷多解。 

（2）培养抽象思维和逻辑推理能力：通过学习矩阵的秩，学生应能够培养自己的抽

象思维能力，学会将实际问题抽象为数学问题并进行求解；学生还应通过逻辑推理和

证明过程，加深对矩阵秩的理解和掌握。 

（3）提高数学运算和解题技巧：学生应通过大量的练习和实践，提高自己的数学运

算能力和解题技巧，能够迅速准确地计算矩阵的秩并解决实际问题。 

3.情感与态度目标 

（1）激发学习兴趣和好奇心：通过生动有趣的矩阵秩的案例和实践活动，激发学生

的学习兴趣和好奇心，让他们感受到数学的魅力和实用性。 

（2）培养严谨的数学态度：在学习矩阵秩的过程中，学生应保持严谨的数学态度，

认真对待每一个数学概念和运算规则，确保自己的解题过程和结果准确无误。 

教学重点 矩阵的秩的概念 

教学难点 矩阵的秩的性质 

教学手段 板书与多媒体结合、学习通 

教学方法 讲授法、案例教学法 

教学时数 2课时 

教 学 过 程 备注 

 

一、复习引入 

复习余子式的概念 

二、讲授新课 

矩阵的秩的概念 

定义 1  在一个m n 矩阵 A中任意取定 k 行和 k 列，位于这些取定的行和

列的交点上的
2k 个元素按原来的次序所组成的 k 行列式，称为 A的一个 k 阶子

式.记作 ( )kD A . 

m n 矩阵 A共有
k k

m nC C 个 k 阶子式. 

例如

11 12 13 14

3 4 21 22 23 24

31 32 33 34

a a a a

a a a a

a a a a



 
 

=  
 
 

A 共有
3 3

3 4 4C C = 个三阶子式，
2 2

3 4 18C C =

个二阶子式. 
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例 1    写出矩阵 

1 2 3

2 1 3

1 2 3

 
 

= − 
 
 

A 的全部二阶子式. 

解  
1

1 2

2 1
D =

−
,

2

1 3

2 3
D = ,

3

2 3

1 3
D =

−
4

2 1

1 2
D

−
= ,

5

2 3

1 3
D = , 

6

1 3

2 3
D

−
= ,

7

1 2

1 2
D = ,

8

1 3

1 3
D = ,

9

2 3

2 3
D = . 

定义 2  设在矩阵 A中有一个不等于零的 r 阶子式 D，而 A中所有大于 r 阶

的子式（如果存在的话）都是零，那么则称 D为矩阵 A的最高阶非零子式.称数

r 为矩阵 A的秩，记作 ( )R r=A . 

例 2  求矩阵 A,B的秩，其中 

1 2 3

2 3 5

4 7 1

 
 

= − 
 
 

A ，

1 1 0 1 4

0 2 2 4 2

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

B

− 
 

−
 =
 
 
 

. 

解  在矩阵 A中，容易看出一个 2 阶子式 

1 2
0

2 3
 . 

而 A的一个 3 阶子式只有一个，即 A ，计算可知 0=A ，因此 ( ) 2R A = . 

B 是一个行阶梯形矩阵，其非零行有 3 行，可知B 的所有 4 阶子式全为零，

而 3 阶子式

1 1 1

0 2 4 0

0 0 1

−

 ，因此 ( ) 3R A = 。 

我们规定零矩阵的秩等于零. 

由矩阵秩的定义及行列式的性质可得到以下结论： 

（1）对于任一m n 矩阵 m nA ，当m n 时, m nA 的最高阶子式是m 阶行

列式,  

当m n 时, m nA 的最高阶子式是n阶行列式.所以 

( )R A 是 由 矩 阵 A 本 身 所 惟 一 决 定 的 一 个 非 负 整 数 ， 且

0 ( ) min{ , }R m n A ; 

特别，n阶方阵的秩0 ( )R n A . 

可见可逆矩阵的秩等于矩阵的阶数. 
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（2） ( ) 0R =  =A A O ; 

（3）
T( ) ( )R R=A A ; 

（4） ( ) min{ ( ), ( )}R R RAB A B ，即矩阵乘积的秩不超过每个因子的秩; 

（5）设 ,A B 为n阶方阵，则 ( ) ( ) ( )R R R n + −AB A B . 

对于行阶梯形矩阵，它的秩就等于非零行的行数，一看便知，无需计算.当

行数和列数很多时，按照定义求秩是很麻烦的，因此，下面我们讨论求秩的另一

种方法. 

用初等变换求矩阵的秩 

定理 1  初等变换不改变矩阵的秩. 

这个定理告诉我们，要求一个矩阵的秩，可以先利用矩阵的初等行（列）变

换将矩阵化为行（列）阶梯形矩阵，然后就可以由阶梯形矩阵的秩确定原矩阵的

秩.行阶梯形矩阵的秩是非零行的行数，列阶梯形矩阵的秩是非零列的列数。 

例 1  求矩阵 A的秩，其中

0 0 1 1 2

1 4 1 0 2

1 4 2 1 0

2 8 1 1 2

− − 
 

−
 =
 − − −
 
 

A  .  

解  对 A施行初等行变换 

0 0 1 1 2

1 4 1 0 2

1 4 2 1 0

2 8 1 1 2

− − 
 

−
 =
 − − −
 
 

A 1 2

1 4 1 0 2

0 0 1 1 2

1 4 2 1 0

2 8 1 1 2

r r

− 
 

− −
 ⎯⎯⎯→
 − − −
 
 

 

3 1

4 12

1 4 1 0 2

0 0 1 1 2

0 0 1 1 2

0 0 3 1 2

r r

r r

+

−

− 
 

− −
 ⎯⎯⎯→
 −
 

− 

3 2

4 23

1 4 1 0 2

0 0 1 1 2

0 0 0 2 4

0 0 0 2 4

r r

r r

+

+

− 
 

− −
 ⎯⎯⎯→
 −
 

− 

 

4 3

1 4 1 0 2

0 0 1 1 2

0 0 0 2 4

0 0 0 0 0

r r−

− 
 

− −
 ⎯⎯⎯→
 −
 
 

. 

由此得 ( ) 3R =A . 

用初等变换求矩阵秩的方法和步骤：  

（1）用一系列初等行变换将矩阵 A化为阶梯形矩阵， 

（2）所得的阶梯形矩阵的非零行的行数就是矩阵的秩. 

例 2  求矩阵 A的秩，并求一个最高阶非零子式. 
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其中

3 2 1 3 1

2 1 3 1 3

7 0 5 1 8

− − − 
 

= − − 
 − − 

A  . 

解  对 A施行初等行变换 

3 2 1 3 1

2 1 3 1 3

7 0 5 1 8

− − − 
 

= − − 
 − − 

A 1 21

1 3 4 4 2

2 1 3 1 3

7 0 5 1 8

r r−

− − 
 

⎯⎯⎯→ − − 
 − − 

 

2 1

3 1

2

7

1 3 4 4 2

0 7 11 9 7

0 21 33 27 22

r r

r r

−

−

− − 
 

⎯⎯⎯→ − − 
 − − 

3 2

1

3

1 3 4 4 2

0 7 11 9 7

0 0 0 0 1

r r−

− − 
 

⎯⎯⎯→ − − 
 − 

. 

由此得 ( ) 3R =A . 

它的一个最高阶非零子式为

3 2 1

2 1 1

7 0 1

−

− −

−

. 

定义 1  设 A 为 n 阶方阵，若 ( )R n=A ，则称 A 为满秩矩阵；若 

( )R nA ， 则称 A为降秩矩阵. 

设 A为m n 矩阵，当 ( )R m=A ，则称 A为行满秩矩阵；当 ( )R n=A ，

则称 A为列满秩矩阵。 

定理 2  A为满秩方阵的充分必要条件是 0A . 

由此可知， A可逆的充分必要条件是 A为满秩方阵. 

推论 1  设 A为m n 矩阵， P 为m 阶可逆方阵，Q 为n阶可逆方阵，则   

( ) ( ) ( ) ( )R R R R= = =PA AQ PAQ A  

例 3  设 A为m n 矩阵，B 为n m 矩阵，且m n ，试证 0=AB . 

证明  因为 ( ) min{ , }R m n n =A ， ( ) min{ , }R m n n =B ， 

又         

( ) min{ ( ), ( )}R R R n m  AB A B ， 

而 AB为m 阶方阵，于是 AB为不满秩矩阵，故不可逆， 

因此        

0=AB . 
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    例 4  设

1 2 3

0 1

2 1 1



 
 

=  
 
 

A ，求 ( )R A . 

解   

1 2 3

0 1 3

2 1 1

 = = +A  

当 3  − 时， 0A ， ( ) 3R =A . 

当 3 = − 时， 0=A ，此时 

2 1

3 1

3

2

1 2 3 1 2 3

3 0 1 0 6 10

2 1 1 0 3 5

r r

r r

+

−

   
   

= − ⎯⎯⎯→   
   − −   

A
3 2

1

2

1 2 3

0 6 10

0 0 0

r r+

 
 

⎯⎯⎯→
 
 
 

 

所以 ( ) 2R =A . 

 

三、巩固练习 

矩阵

4 0 8 2 9

0 3 0 1 2

0 0 0 4 7

0 0 0 0 0

− − 
 
 
 
 
 

的秩为 

四、小结 

矩阵的秩的概念和性质 

初等变换法求矩阵秩 

五、布置作业 

学习通作业 

教学反思： 

一、教学内容与方法的反思 

1.内容安排：在本次教学中，我详细介绍了矩阵秩的概念、性质、计算方法以及其在解决实际问题

中的应用。然而，我意识到在内容安排上，对于部分基础较弱的学生来说，可能需要更多的铺垫和

解释，尤其是在引入矩阵秩的概念时，应该更多地结合具体实例进行说明。 

2.教学方法：我采用了讲授法等多种教学方法。然而，我也发现，部分学生在课堂上被动接受知识，

缺乏主动思考和探索的机会。因此，在未来的教学中，我将更多地采用引导发现法和讨论合作学习

法，鼓励学生积极参与课堂讨论，培养他们的自主学习能力和合作精神。 

二、学生学习情况的反思 

1.掌握情况：通过课堂互动、课后作业和单元测试等方式，我了解到大部分学生能够理解矩阵秩的

概念和计算方法，但在实际应用时仍存在困难。特别是在解决与矩阵秩相关的实际问题时，部分学

生往往难以将理论知识与实践相结合。这提示我在未来的教学中，需要更多地引入实际问题，通过

案例分析、小组讨论等方式，帮助学生将理论知识转化为实践能力。 
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2.学习态度：大部分学生对矩阵的秩表现出积极的学习态度，但也有部分学生感到困惑和挫败。他

们觉得矩阵秩的概念抽象且难以掌握，导致学习兴趣下降。这要求我在未来的教学中，需要更多地

关注学生的个体差异，采用因材施教的方法，为不同水平的学生提供适合他们的学习资源和支持。 

三、教学策略与改进的反思 

1.加强基础铺垫：在未来的教学中，我将更加注重对基础知识的铺垫和解释。通过引入更多与生活

或实际问题相关的例子，帮助学生建立对矩阵秩的直观认识，再逐步引入矩阵秩的概念和性质。同

时，我将加强对学生基础知识的训练和巩固，确保他们在掌握基本概念和方法的基础上，能够灵活

运用所学知识解决实际问题。 

2.增加互动环节：为了激发学生的学习兴趣和主动性，我将增加更多的互动环节。例如，可以设计

一些小组讨论、角色扮演或游戏化学习活动，让学生在轻松愉快的氛围中学习矩阵的秩。同时，我

将鼓励学生积极参与课堂讨论和提问，及时给予他们反馈和指导，帮助他们克服学习困难。 

3.提供个性化辅导：针对部分基础较弱或学习困难的学生，我将提供个性化的辅导和支持。通过一

对一辅导、小组辅导或在线学习资源等方式，帮助他们克服学习障碍，提高学习效果。同时，我将

关注学生的学习进度和反馈情况，及时调整教学策略和方法，确保每个学生都能跟上教学进度并取

得进步。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


