
线性代数教案                                                                  第 2 章矩阵及其运算 

计算机与数学基础教学部 王娜 

 

授课题目 §4.1 预备知识 课次：16 

教学目标 

1.知识目标 

（1）了解内积、内积的性质； 

（2）掌握施瓦茨不等式、向量长度、单位向量、正交、向量夹角等概念； 

（3）掌握施密特正交化方法 

2.能力目标 

（1）计算技能：学生应能够准确计算给定向量的内积，包括直接计算和通过坐标计

算两种方式；能够运用向量内积的运算性质进行复杂的计算。 

（2）问题解决能力：学生应能够利用向量内积的概念和性质解决相关问题，如判断

两个向量是否垂直、计算向量的夹角等；能够将实际问题抽象为向量内积问题，并运

用所学知识进行求解。 

（3）抽象思维和逻辑推理能力：通过学习向量内积的概念和性质，培养学生的抽象

思维能力；引导学生运用逻辑推理方法解决向量内积问题，提高他们的逻辑推理能力。 

3.情感与态度目标 

（1）学习兴趣和动力：通过生动有趣的教学内容和教学方法，激发学生的学习兴趣

和求知欲；引导学生关注向量内积在实际问题中的应用，增强他们的学习动力。 

（2）严谨的数学态度：在教学过程中，强调向量内积计算的准确性和严谨性，培养

学生的严谨数学态度；鼓励学生勇于质疑、敢于探索，培养他们的批判性思维和创新

能力。 

教学重点 施密特正交化方法 

教学难点 施密特正交化方法 

教学手段 板书与多媒体结合、学习通 

教学方法 讲授法、练习巩固法 

教学时数 2课时 

教 学 过 程 备注 

 

一、复习引入 

之前学习过一些向量的运算，内积是怎样的一种运算呢？ 

二、讲授新课 

（一）向量的内积 

在空间解析几何中，向量a和b 的数量积或称内积定义为 

cos( , ) =a b a b a b , 

其坐标表达式为 

1 1 2 2 3 3a b a b a b = + +a b ， 

其中a和b 的坐标分别为 

1 2 3( , , )a a a=a ， 1 2 3( , , )b b b=b . 

由此可得 
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2 2 2

1 2 3a +a +a=  =a a a ， cos( , )


=
a b

a b
a b

. 

现在将上面的概念推广到n维向量. 

定义 1  设 n 维向量

1

2

n

a

a

a

 
 
 =
 
 
 

 ，

1

2

n

b

b

b

 
 
 =
 
 
 

  ，向量 与  的内积记作

( , )  ，规定 

T

1 1 2 2( ) n na b a b a b = + + + =    . 

内积是向量间的一种运算，其运算结果是一个实数. 

根据定义，容易验证 与  的内积具有下列性质： 

（1） 对称性： (  ) = (  )    ； 

（2） 线性性： ( +  ) = (  ) + (  )       ； 

               ( , ) ( , ) ( , )  = =      ； 

（3） 非负性： ( , ) 0  当且仅当 = 0 时 ( , ) 0=  .  

其中， , ,   为n维向量， 为任意实数. 

由向量 与其自身内积的非负性，可以类似空间解析几何用内积来定义向

量的长度（也称为范数）.  

定义 2  设n维向量

1

2

n

a

a

a

 
 
 =
 
 
 

 ，将向量 的长度（也称作范数）定义为 

2 2

1( , ) na a= = + +   ， 

当 1= 时，称 为单位向量；对非零向量 ，称
0 =





为 的单位向量，

并称此过程为向量的单位化（规范化）.  

向量的长度具有如下性质： 

（1） 非负性 0 ，当且仅当 = 0 时 0= ； 

（2） 齐次性  =  ； 

（3） 三角不等式 +  +    ； 

( , )     ，等号仅当 与  线性相关时才成立. 这个不等式称为 
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Cauchy-schwarz不等式（证明略）. 

由此不等式可知， 

( , )
1

 

 
（当 , 0 0  时）， 

于是定义两向量的夹角如下： 

定义 3  当 , 0 0  时，规定  

( , )
arccos =

 

 
 

称为向量 与  的夹角.  

当
2


 = 即 ( , ) 0=  时，称向量 与  正交或垂直. 

显然零向量与任何向量均正交.  

例 1 设

3 4

2 1
,

1 2

4 3

−   
   
   = =
   −
   
   

   ，问 与  是否正交，并将 ,  单位化.  

解 

( )T

4

1
( , ) 3, 2, 1, 4 ( 3) 4 2 1 ( 1) 2 4 3 0

2

3

 
 
 = = − − = −  +  + −  +  =
 
 
 

   

, 

则 与  正交，又  

2 2 2 2( 3) 2 ( 1) 4 30= − + + − + = ，  
2 2 2 24 1 2 3 30= + + + = ， 

则 

0

3

30

2

30

1

30

4

30

 
− 
 
 
 
 = =
 
− 
 
 
 
 





； 

0

4

30

1

30

2

30

3

30

 
 
 
 
 
 = =
 
 
 
 
 
 





. 

（二）正交向量组 

定义 4  由两两正交的非零向量组成的向量组称为正交向量组；由单位向量
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组成的正交向量组称为标准正交向量组. 

 下面介绍正交向量组与线性无关向量组之间的关系.  

定理 1  若 1 2, , , r   是一组两两正交的非零向量，则 1 2, , , r   线性

无关，即不含零向量的正交向量组必为线性无关向量组.  

证明  设有数 1 2, , , rk k k 使得 

1 1 2 2 r rk k k+ + + = 0   . 

用 T

1 左乘上式可得 

T T T

1 1 1 2 1 2 1 0r rk k k+ + + =      , 

由于 1 2, , , r   是正交向量组，可知 

2T

1 1 1 0=    ，
T

1 0j =  ，（ 2,3, ,j r= ）. 

进而可得 

2T

1 1 1 1 1 0k k= =   , 

故 

1 0k = . 

同理可证 2 3 0rk k k= = = = ，于是 1 2, , , r   线性无关. 

注意  定理 1的逆命题不成立，即不能保证所有的线性无关向量组均为正交

向量组，但是我们可以借助于下面的方法，将一个线性无关的向量组转化为等价

的正交向量组. 

（三）施密特（Schmidt）正交化 

定理 2  设 1 2, , , r   是一个线性无关向量组，令 

         

1 1

1 2
2 2 12

1

1 2 1
1 2 12 2 2

1 2 1

,

( , )
,

( , ) ( , ) ( , )
.r r r r

r r r

r

−
−

−

=

= −

= − − − −

 

 
  



     
    

  

 

则 1 2, , , r   为与 1 2, , , r   等价的正交向量组.  

该方法称为施密特正交化方法.若再进一步，将 1 2, , , r   单位化后，可

得到一个与 1 2, , , r   等价的标准正交向量组. 

下面以 3维向量为例，用图示的方法，揭示施密特正交化的思路与过程. 

    可按图 1来取 1 与 2 ，由 1 2,  正交且与 1 2,  等价，即 
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1 2( , ) 0=  ， 

可求得 

1 2

2

1

( , )
l =

 


， 1 2

2 2 12

1

( , )
= −

 
  


. 

求得 1 与 2 后，再按图 4-2所示取 3 3 1 1 2 2( )l l= − +    ，由 

1 3( , ) 0=  ， 2 3( , ) 0=  ， 

可类似求得 1l 和 2l ，即得到 3 ，此时向量组 1 2 3, ,   即为与 1 2 3, ,   等价的正

交向量组. 

    

                      

例 2  设 1 2 3

1 1 1

1 , 0 , 0

0 1 0

−     
     

= = =     
     
     

   ，试将向量组 1 2 3, ,   标准正交

化.  

解  先采用施密特正交化的方法将向量组正交化. 取 

1 1

1

1

0

 
 

= =  
 
 

  ； 

1 2
2 2 12

1

1 1 1
( , ) 1 1

0 1 1
2 2

1 0 2

     
     

= − = − = −     
     
     

 
  


； 

O  

1 1l   

1 1 2 2l l+   

2  
2 2l   

3 3 1 1 2 2( )l l= − +     
3  

1

 

O  

2 2 1l= −    

1l  1 1=   

2  
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1 3 2 3
3 3 1 22 2

1 2

( , ) ( , )
= − −

   
   

 

2

11 1 1 1
1 1 120 1 1 1

12 2 3
( 6)0 0 2 1
2

− −       −
−       

= − −  − =       
       
       

， 

再将向量组 1 2 3, ,   单位化，得 

1
1

1

1

2

1

2

0

 
 
 
 

= =  
 
 
 
 





； 2

2

2

1

6

1

6

2

6

 
 
 
 

= = − 
 
 
 
 





； 3

3

3

1

3

1

3

1

3

 
− 
 
 

= =  
 
 
 
 





， 

则向量组 1 2 3, ,   即为与 1 2 3, ,   等价的标准正交向量组. 

例 3  已知 1

1

1

1

 
 

=  
 
 

 ，求非零向量 2 3,  使 1 2 3, ,   两两正交.  

解  设

1

2

3

x

x

x

 
 

=  
 
 

 与 1 正交，则有 

T

1 1( , ) 0= =    ， 

即 

1 2 3 0x x x+ + = ， 

进而 

1 2 3x x x= − − ， 

其中 2 3,x x 为自由未知量， 

由此得到该齐次线性方程组的通解 

1 2 3

2 2

3 3

x x x

x x

x x

= − −


=
 =

， 

1

2 1 2

3

1 1

1 0

0 1

x

x k k

x

− −     
     

= = +     
     
     

x ， 

对其基础解系  
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1

1

1

0

− 
 

=  
 
 

 ， 2

1

0

1

− 
 

=  
 
 

 ， 

    采用施密特正交化的方法可得 

2 1

1

1

0

− 
 

= =  
 
 

  ； 

2 2
3 2 22

2

1

21 1
( , ) 1 1

0 1
2 2

1 0
1

 
− 

− −     
     = − = − = −     
        

 
 
 

 
  


， 

则 2 3,  即为所求.  

（四）正交矩阵及正交变换 

定义 5  若n阶方阵 Α满足 Τ
Α Α Ε= （即 1 T− =A A ），则称 A为正交矩阵.  

由定义 5不难得出正交矩阵具有下列性质：（设 A与 B 为同阶正交矩阵） 

（1） A可逆，且 1 T− =A A ； 

（2） T
A 与 1−

A 均为正交矩阵； 

（3） 1=A ，或 1= −A ； 

（4） AB也为正交矩阵. 

例 4  设
cosθ sinθ

sinθ cosθ

− 
=  
 

Α ，判断 A是否为正交矩阵.  

解 

T

-

cosθ sinθ

sinθ cosθ

 
=  
 

Α ， 

T
1 0

0 1

cosθ sinθ cosθ sinθ

sinθ cosθ sinθ cosθ

−    
= = =    

−    
Α Α Ε， 

则由定义 4-5可知 A是正交矩阵.  

例 5设

1 1 1

2 6 3

1 1 1

2 6 3

2 1
0

6 3

 
− 

 
 

= − 
 
 
 
 

A ，验证 A为正交矩阵.  
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进一步，有下面的结果. 

定理 3  方阵 A为正交矩阵的充分必要条件是 A 的列向量组为标准正交向

量组. (证明略). 

我们一般利用定义 5或定理 3来判别一个矩阵是否为正交矩阵. 

例 6  设
T2= − A E ，其中 为n维单位列向量，证明 A为正交矩阵. 

证明  易知 

T T T T T T( 2 ) 2( ) 2= − = − = −  A E E E  

由 

T T T T T T

2T T T T T

( 2 )( 2 ) 4 4( )( )

4 4 ( ) 4 4 ,

= − − = − +

= − + = − +

    

        

A A E E E

E E
 

又 为n维单位列向量，可知 1= ，从而 Τ =Α Α Ε，因此 A为正交矩阵. 

例 7  设

1
0

2

1 0 0

1
0

2

a

b

 
 
 

=  
 
 
 
 

A 为正交矩阵，求a,b . 

解  因为 A为正交矩阵，由定理 4-3可知，A的列向量组为标准正交向量 

组，即列向量均为单位向量，可得 

2

2

1
1

2

1
1

2

2

2

b

a

 
+ = 

 


 
+ = 
 

， 

解得 

1

2
a =  ，

1

2
b =  . 

又正交矩阵的列向量两两正交，即 

 

1 1
0

2 2
a b+ = ， 

可得 

a b= − . 

因此 
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1

2

1

2

a

b


=


 = −


或

1

2

1

2

a

b


= −


 =


， 

相应的正交矩阵有下列 2个： 

1 1
0

2 2

1 0 0

1 1
0

2 2

 
 
 
 
 
 − 
 

，

1 1
0

2 2

1 0 0

1 1
0

2 2

 
− 

 
 
 
 
 
 

. 

定义 6  若 P 为正交矩阵，则称线性变换 =y Px 为正交变换.  

设 =y Px为正交变换， 1 2,x x 为n维列向量， 1 1=y Px ， 2 2=y Px ， 1 2,x x

的夹角为 ， 1 2,y y 的夹角为，由定义 4-6可得, 

T T T T T T( )= = = = =y y y x P Px x P P x x x x ， 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( ) ( ) ( , )= = = = =T T T T T
y y y y Px Px x P Px x x x x ， 

1 2 1 2

1 2 1 2

( , ) ( , )
arccos arccos 

   
= = =      

   

y y x x

y y x x
， 

其中 x 表示向量的长度，这说明正交变换保持向量的内积、长度和夹角不变，

因而在空间中保持几何图形不变，这正是正交变换的特性.   

三、巩固练习 

判断下列矩阵是否为正交矩阵：

1 0 0

0 1 0

0 1 0

 
 
 
 
 

 

四、小结 

1.向量的内积与长度； 

2.将一组向量规范正交化的方法； 

3.判断正交矩阵的条件。 

五、布置作业 

学习通作业 

教学反思： 

经过本次向量的内积教学，我深刻反思了整个教学过程，从准备阶段到实施阶段，再到学生的

反馈和评估，都为我提供了宝贵的经验和教训。以下是我对这次教学的几点反思： 

一、教学目标明确性 

在教学准备阶段，我明确了向量内积的教学目标，包括理解内积的定义、掌握内积的计算方法、
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理解内积的几何意义和物理意义等。然而，在实际教学中，我发现有些学生对内积的几何意义理解

不够深入，这提示我在未来的教学中需要更加注重几何直观的引入和解释。 

二、教学方法多样性 

我采用了讲授法、练习巩固法等多种教学方法来教授向量内积。这些方法在一定程度上帮助学

生理解和掌握了内积的概念和性质。然而，我也发现，有些学生在面对复杂的计算和推理时仍然感

到困难。因此，我需要进一步探索更适合学生的教学方法，如引入更多的实际案例、采用更加直观

的教学工具等。 

三、学生参与积极性 

在教学过程中，我注重激发学生的学习兴趣和积极性。通过小组讨论、课堂练习和课后作业等

方式，我鼓励学生积极参与课堂活动。然而，我也注意到，有些学生在课堂上表现不够积极，可能

是因为他们对内积的概念不够熟悉或者对教学方法不适应。因此，我需要进一步关注学生的个体差

异，采用更加灵活多样的教学策略来激发学生的学习兴趣。 

四、教学效果评估 

在教学结束后，我通过课堂测试、作业批改和课后反馈等方式对学生的学习效果进行了评估。

评估结果显示，大部分学生能够理解和掌握向量内积的概念和性质，但仍有少数学生存在困难。这

提示我在未来的教学中需要更加注重个体差异的关注和辅导，同时加强对学生学习效果的跟踪和评

估。 

五、改进措施 

针对以上反思，我计划采取以下改进措施来提高向量内积的教学效果： 

加强几何直观的引入和解释，帮助学生更深入地理解内积的几何意义。 

探索更多适合学生的教学方法，如引入实际案例、采用更加直观的教学工具等。 

关注学生的个体差异，采用更加灵活多样的教学策略来激发学生的学习兴趣。 

加强对学生学习效果的跟踪和评估，及时发现并解决学生学习中的困难。 

通过这次教学反思，我深刻认识到教学是一个不断改进和完善的过程。我将继续努力，不断提

高自己的教学水平，为学生提供更加优质的教育服务。 
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授课题目 §4.2 矩阵的特征值与特征向量 课次：17 

教学目的 

1.知识目标 

（1）掌握特征值、特征向量的概念、性质及求法。 

2.能力目标 

（1）计算能力：能够熟练运用特征值与特征向量的求解方法，准确计算给定矩阵的

特征值和特征向量。 

（2）应用能力：能够利用特征值与特征向量解决实际问题，如求解线性变换的对角

矩阵表示、分析振动系统的稳定性等。 

（3）推理能力：培养学生的逻辑推理能力，使其能够根据已知条件，推导出特征值

与特征向量的相关结论。 

3.情感与态度目标 

（1）激发兴趣：通过生动有趣的实例和案例，激发学生对特征值与特征向量学习的

兴趣，培养其主动探索数学奥秘的意愿。 

（2）培养耐心：在计算特征值与特征向量的过程中，培养学生的耐心和细心，使其

能够面对复杂的计算过程而不失耐心。 

（3）团队合作：通过小组讨论、合作学习等方式，培养学生的团队协作精神和沟通

能力，使其能够在团队中共同解决问题。 

（4）创新意识：鼓励学生提出新的问题和想法，培养其创新意识和解决问题的能力，

使其能够在数学学习中不断挑战自我、超越自我。 

教学重点 特征值与特征向量的求法 

教学难点 特征值与特征向量的求法 

教学手段 板书与多媒体结合、学习通 

教学方法 讲授法、实例分析法、练习巩固法、讨论探究法 

教学时数 2课时 

教 学 过 程 备注 

 

一、复习引入 

为了定量分析工业发展与环境污染的关系，某地区提出如下的增长模型：设

0a 为该地区目前的污染损耗（由土壤、河流、湖泊及大气污染指数测得）， 0b 是

该地区目前的工业产值.以 5 年为一个发展周期，一个周期后的污染损耗和工业

产值分别记为 1a 和 1b ，它们之间的关系是 

           1 0 0 1 0 0

8 1 2 7
,

3 3 3 3
a a b b a b= − = − +  

写成矩阵形式为 

                
01

01

8 1

3 3

2 7

3 3

aa

bb

 
−   

=    
    − 
 

或 1 0= A   
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其中
01

1 0

01

8 1

3 3

2 7

3 3

aa

bb

 
−   

=    
     − 
 

= , A =   

如果当前水平
0

1

2

 
 
 

= , 则 

       1 0

8 1

1 13 3
2 ,

2 7 2 2

3 3

 
−    

= = =    
    − 
 

A  即 1 0 02= =A    

由此可以预测n个周期后的污染损耗和工业产值： 

              
2

1 2 02 2n

n n n− −= = = =2     

以上运算中，表达式 0 02=A  反映了矩阵 A的特征值 2 和特征向量 0 的

关系问题. 

二、讲授新课 

（一）特征值与特征向量的概念 

定义 1  设 A是n阶方阵，若存在数 和非零列向量 x，使等式 

Ax = x  

成立，则称数 为方阵 A的特征值，非零向量 x称为 A的对应于特征值 的特

征向量.  

注意：特征值和特征向量问题是针对方阵而言.  

特征值 可以为0 也可以不为0 ，但特征向量必为非零向量； 

零矩阵O 只有零特征值. 

不难看出等式 

Ax = x  

也可写成 

( ) 0A - E x =  

这是n个方程构成的 n元齐次线性方程组，其非零解即为 A 的对应于特征值

的特征向量，而齐次线性方程组有非零解的充分必要条件是其系数行列式为零，

即 

0− =A E . 

上式是以 为未知量的方程，称此方程为方阵 A的特征方程，显然方阵 A

的特征值就是特征方程的根. 

设 i = 为方阵 A的特征值，则由齐次线性方程组 
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( )i 0A - E x =  

可求得非零解 i=x p ，则 ip 便是 A的对应于特征值 i 的特征向量. 

    不难得出若 ip 是 A的对应于特征值 i 的特征向量，则 ikp （ 0k  ）也为 A

的对应于特征值 i 的特征向量. 

由此可得方阵 A的特征值及特征向量的求法如下： 

（1）令 0− =A E ，求出特征值 i ； 

（2）将特征值 i 代入 ( ) 0iA - E x = ，解相应的齐次线性方程组，其基础

解系即为方阵 A的对应于特征值 i 的特征向量.  

例 1  求
4 1

1 4

 
=  
 

A 的特征值及特征向量.  

解  令 

0− =A E ， 

即 

2
4 1

(4 ) 1 (3 )(5 ) 0
1 4


  



−
= − − = − − =

−
 

得 A的特征值为 1 3 = ， 2 5 = .  

   当 1 3 = 时，解齐次线性方程组 ( 3 )− = 0A E x ，由 

2 11 1 1 1
3

1 1 0 0

r r−   
− =    

   
A E   ， 

可得基础解系 

1

1

1

 
=  

− 
p ， 

则 1p 为 A的对应于 1 3 = 的特征向量，而 1kp （ 0k  ）为对应于 1 3 = 的全部

特征向量； 

当 2 5 = 时，解齐次线性方程组 ( 5 )− = 0A E x ，由 

1 2

1 2

1 1 1 1
5

1 1 0 0

r r

r r

−



− −   
− =    

−   
A E ， 

 可得基础解系 

2

1

1

 
=  
 

p ， 

则 2p 为 A 的对应于 2 5 = 的特征向量，而 k 2p （ 0k  ）为对应于 2 5 = 的全
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部特征向量.  

例 2  求

1 4 0

1 2 0

1 0 3

− 
 

=  
 
 

A 的特征值及特征向量.  

解  令 

0− =A E ， 

即  

2

1 4 0

1 2 0 (3 )[( 1 )(2 ) 4] ( 3) ( 2) 0

1 0 3



     



− −

− = − − − − − = − − + =

−

， 

得 A的特征值为 1 2 3 = = （二重根）， 3 2 = − . 

当 1 2 3 = = 时，解齐次线性方程组 ( 3 )− = 0A E x ，由 

1 3 2 1

3 2 24

4 4 0 1 0 0 1 0 0

3 1 1 0 1 1 0 0 1 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0

r r r r

r r r

 −

+ −

−     
     

− = − −     
     
     

A E ， 

可得基础解系 

1

0

0

1

 
 

=  
 
 

p ， 

则 1p 为 A的对应于 1 2 3 = = 的特征向量，而 1kp （ 0k  ）为对应于二重特征

值 1 2 3 = = 的全部特征向量； 

当 3 2 = − 时，解齐次线性方程组 ( 2 ) = 0A+ E x ，由 

1 3 2 1

3 2
2

1

4

1 0 5
1 4 0 1 0 5

5
2 1 4 0 1 4 0 0 1

4
1 0 5 0 0 0

0 0 0

r r r r

r r
r

+
 −

−

 
     
     = −        

    
 

A E ， 

可得基础解系 

2

5

5

4

1

− 
 
 =
 
 
 

p ， 

则 2p 为 A 的对应于 3 2 = − 的特征向量，而 2kp （ 0k  ）为对应于单特征值
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3 2 = − 的全部特征向量.  

例 3  求

1 2 2

2 1 2

2 2 1

 
 

=  
 
 

A 的特征值及特征向量.  

解  令 

0− =A E ， 

即 

1 2 3

2 1

3 1

2

1 2 2 5 5 5 1 1 1

2 1 2 2 1 2 (5 ) 2 1 2

2 2 1 2 2 1 2 2 1

1 0 0

(5 ) 2 1 0 (5 )(1 ) 0.

2 0 1

r r r

c c

c c

   

   

  

   



+ +

−

−

− − − −

− − = − −

− − −

− − − = − + =

− −

=

=

 

得 A的特征值为， 1 5 = , 2 3 1 = = − （二重根）. 

当 1 5 = 时，解齐次线性方程组 ( 5 )− = 0A E x ，由 

2
1 2 3 2 1

1 3 1 2
1

1

6

1

2

4 2 2 2 2 4 1 1 2 1 0 1

5 2 4 2 2 4 2 0 6 6 0 1 1

2 2 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0

r
r r r r r

r r r r
r

−
+ + −

 −

− − − −       
       

− = − − − −       
       −       

A E

， 

可得基础解系 

1

0

0

1

 
 

=  
 
 

p ， 

则 1p 为 A的对应于 1 5 = 的特征向量，而 1 1k p （ 1 0k  ）为 A的对应于特征值

1 5 = 的全部特征向量； 

当 2 3 1 = = − 时，解 ( )+ = 0A E x ，由 

1
2 1

3 1

1

2
2 2 2 2 2 2 1 1 1

2 2 2 0 0 0 0 0 0

2 2 2 0 0 0 0 0 0

r
r r

r r

−

−

     
     

+ =      
     
     

A E ， 

可得基础解系 

2

1

0

1

− 
 

=  
 
 

p ， 3

1

1

0

− 
 

=  
 
 

p ， 
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则 2 3,p p 均为 A的对应于 2 3 1 = = − 的特征向量，而 2 2 3 3k k+p p （ 2 3,k k 不全

为零）为 A的对应于二重特征值 2 3 1 = = − 的全部特征向量. 

（二）特征值及特征向量的性质 

例 4 设
11 12

21 22

a a

a a

 
=  
 

A 的两个特征值为 1 2,  ，求 1 2 + 及 1 2  .  

解  令 

0− =A E ， 

即 

11 12 2

11 22 11 22 12 21

21 22

( ) 0
a a

a a a a a a
a a


 



−
= − + + − =

−
, 

根据一元二次方程根与系数的关系，有 

1 2 11 22a a + = + ， 1 2 11 22 12 21a a a a  = − = A . 

更一般地，利用n次多项式方程根与系数的关系，可得 

性质 1  设 1 2, , , n   为n阶方阵 A的n个特征值，则 

1 2 11 22n nna a a  + + + = + + + ； 1 2 n   = A , 

其中 11 22 nna a a+ + + 即 A的主对角元素之和，称为方阵 A的迹，记作 

11 22( ) nntr a a a= + + +A . 

推论  方阵 A可逆的充分必要条件是 A的特征值均不为零. 

证明  设 1 2, , , n   为方阵 A的n个特征值，则由 

A可逆的充分必要条件是 

0A ， 

结合性质 1可知， 

1 2 0n  = A  

可知 A的特征值均不为零. 

此外，矩阵的特征值及特征向量还有以下性质： 

性质 2  设 A的特征值为 ，p 为 A的对应于 的特征向量，则 kp（ 0k  ）

也为 A的对应于 的特征向量.  

性质3  设 为 A的特征值，p 是对应的特征向量，k 是正整数，则 k 为 k
A

的特征值， p 仍是对应的特征向量.  

证明  由已知条件可知， 

=Ap p ， 
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1 1( )k k k k − −= = = =A p A Ap A p p， 

因此 k 为 k
A 的特征值， p 仍是对应的特征向量.  

性质 4  设 为 A的特征值， p 是对应的特征向量，则 

1

1 1 0( ) m m

m mf a a a a   −

−= + + + +  

为 

1

1 1 0( ) m m

m mf a a a a−

−= + + + +A A A A E  

的特征值， p 仍是对应的特征向量.（读者可自行证明）. 

例 5  设方阵 2 =A A，证明 A的特征值为0 或1. 

证明  设  是方阵 A 的特征值，令
2( )f = −A A A ，则由条件可知

( )f =A O ，而零矩阵只有零特征值.又因为
2( )f   = − 为 ( )f A 的特征值，

所以 

2 0 − = ， 

解得 1 = 或0 . 

性质 5  方阵 A与 T
A 具有相同的特征值. 

证明  由行列式性质可知 

T T( )  − = − = −A E A E A E ， 

即 A与 T
A 具有相同的特征多项式，因此 A与 T

A 的特征方程具有相同的根，也

即 A与 T
A 具有相同的特征值. 

性质 6  设 A为可逆矩阵， 为 A的特征值，p 是对应的特征向量，则
1 −

和
1 −

A 分别是
-1

A 和 
A 的特征值，其中 p 是对应的特征向量. 

例 6  设 1 2,  为 A 的互不相同的特征值，它们所对应的特征向量分别为

1 2,p p ，求证 1 2,p p 线性无关.  

证明  （反证法）假设 1 2,p p 线性相关，则 2 1, 0k k= p p ,易知 2p 也为 A

的对应于 1 的特征向量，与已知条件矛盾，故 1 2,p p 线性无关.  

更一般地，有下面的性质 

性质 7  设 1 2, , , m   为方阵 A的互不相同的特征值，所对应的特征向量

分别为 1 2, , , mp p p ，则 1 2, , , mp p p 线性无关.  

例 6  设 ,  分别是矩阵 A的对应于 1 2,  的特征向量，且 1 2  ， 

求证 +  一定不是 A的特征向量.  

证明  （反证法）假设 +  是 A的特征向量，则有 
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( ) ( )+ = +   A ， 

即有 

  + = +   A A ， 

进而可得  

1 2 3 3   + = +    ， 

整理可得 

1 3 2 3( ) ( )   − + − = 0  . 

由已知条件 1 2  ，可得 ,  线性无关，易知 1 2 3  = = 与已知矛盾， 

故 +  一定不是 A的特征向量. 

三、巩固练习 

求矩阵

4 3 3

2 3 1

2 1 3

− − 
 

= − 
 
 

A 的特征值与特征向量 

四、小结 

1.特征值与特征向量的概念； 

2.特征值与特征向量的求法； 

3.特征值与特征向量的性质。 

五、布置作业 

学习通作业 

教学反思： 

经过本次矩阵的特征值与特征向量的教学，我进行了深入的反思，旨在总结经验、发现问题并

提出改进措施。以下是我对这次教学的几点反思： 

一、教学内容与结构 

在本次教学中，我系统地介绍了矩阵特征值与特征向量的定义、性质、求解方法以及应用。从

教学内容上看，我力求全面覆盖，但在实际授课过程中，我发现部分学生对特征值与特征向量的几

何意义理解不够深入，这可能与我在讲解时未能充分结合几何图形和实例有关。因此，在未来的教

学中，我需要更加注重几何直观的引入，通过图形和实例帮助学生更好地理解特征值与特征向量的

概念。 

二、教学方法与手段 

我采用了讲授法、实例分析法、练习巩固法和讨论探究法等多种教学方法。这些方法在一定程

度上帮助学生理解和掌握了特征值与特征向量的相关知识。然而，我也发现，部分学生在面对复杂

的计算和推理时仍然感到困难。这提示我在未来的教学中，需要更加注重培养学生的计算能力和逻

辑推理能力。同时，我也应该尝试引入更多的互动式教学手段，如提问与回答、课堂讨论等，以激

发学生的学习兴趣和积极性。 

三、学生参与度与反馈 

在教学过程中，我注重与学生的互动，通过提问、讨论等方式鼓励学生积极参与。然而，我也

注意到，部分学生在课堂上表现不够积极，可能是因为他们对特征值与特征向量的概念不够熟悉或

者对教学方法不适应。这提示我在未来的教学中，需要更加关注学生的个体差异，采用更加灵活多
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样的教学策略来满足不同学生的学习需求。同时，我也应该加强与学生的沟通，及时收集他们的反

馈意见，以便更好地调整教学方法和进度。 

四、教学效果评估与改进 

在教学结束后，我通过课堂测试、作业批改和课后反馈等方式对学生的学习效果进行了评估。

评估结果显示，大部分学生能够理解和掌握特征值与特征向量的相关知识，但仍有少数学生存在困

难。这提示我在未来的教学中，需要更加注重对困难学生的辅导和帮助，同时加强对学生学习效果

的跟踪和评估。为了改进教学效果，我计划采取以下措施：一是加强几何直观的引入和解释；二是

注重培养学生的计算能力和逻辑推理能力；三是采用更加灵活多样的教学策略来满足不同学生的学

习需求；四是加强与学生的沟通，及时收集他们的反馈意见，以便更好地调整教学方法和进度。 

通过这次教学反思，我深刻认识到教学是一个不断改进和完善的过程。我将继续努力，不断提

高自己的教学水平，为学生提供更加优质的教育服务。同时，我也希望能够在未来的教学中，不断

探索和创新，以更好地满足学生的学习需求和发展要求。 
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授课题目 §4.3 相似矩阵与矩阵对角化 课次：18 

教学目的 

1.知识目标 

（1）掌握相似矩阵的概念； 

（2）掌握方阵对角化的方法. 

2.能力目标 

（1）计算能力：学生应能够熟练运用相似矩阵和矩阵对角化的相关公式和方法，进

行具体的计算和推导；学生应能够准确求解矩阵的特征值和特征向量，并构造出相似

变换矩阵。 

（2）应用能力：学生应能够将相似矩阵和矩阵对角化的知识应用于实际问题中，如

求解线性方程组的解、分析矩阵的性质等；学生应能够利用对角化后的矩阵简化计算

过程，提高解题效率。 

（3）推理能力：学生应能够根据已知条件，推导出相似矩阵和矩阵对角化的相关结

论；学生应能够运用逻辑推理和数学证明的方法，验证相似矩阵和矩阵对角化的性质

和定理。 

3.情感与态度目标 

（1）激发学习兴趣：通过生动有趣的实例和案例，激发学生对相似矩阵和矩阵对角

化的学习兴趣；引导学生认识到相似矩阵和矩阵对角化在数学和实际应用中的重要

性，培养他们的学习动力。 

（2）培养严谨态度：在教学过程中，注重培养学生的严谨态度和科学精神。要求学

生认真对待每一个计算步骤和推导过程，确保结果的准确性和可靠性；引导学生学会

质疑和反思，培养他们的批判性思维和独立思考能力。 

教学重点 方阵对角化的方法 

教学难点 方阵对角化的方法 

教学手段 板书与多媒体结合、学习通 

教学方法 讲授法、实例分析法、练习巩固法、探究教学法 

教学时数 2课时 

教 学 过 程 备注 

 

一、复习引入 

复习求特征值与特征向量的方法 

二、讲授新课 

（一）相似矩阵与相似变换的概念及性质 

定义 1  设 A与B 为n阶方阵，若存在n阶可逆矩阵 P 使得等式 

1− =P AP B  

成立，则称矩阵 A与 B 相似或称矩阵B 是 A的相似矩阵，对 A进行
1−

P AP 运

算称为对 A进行相似变换，可逆矩阵 P 称为把 A变成B 的相似变换矩阵.  

若相似变换矩阵 P 是正交矩阵，则称 A与 B 正交相似；
1−

P AP 称为对 A

进行正交相似变换. 
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注 意  若 P 是 正 交 矩 阵 ， 则 1− = T
P P ， 因 此 正 交 相 似 变 换

1 T−
P AP = P AP . 

相似具有下列性质： 

（1）反身性  A与 A相似； 

（2）对称性  若 A与 B 相似，则 B 与 A相似； 

（3）传递性  若 A与 B 相似，B 与C 相似，则 A与C 相似； 

相似矩阵具有如下性质： 

性质 1  相似矩阵具有相同的特征多项式，从而有相同的特征值. 

注  上述性质的逆命题不成立.即若 A与B 具有相同的特征多项式（或所有

特征值相同）， A与B 不一定相似. 

性质 2  相似矩阵具有相同的行列式和相同的迹. 

性质 3  若 A B ，则 ( ) ( )R R=A B . 

性质 4  若 A B ，则 m m
A B . 

性质 5  若 A B ，且 A可逆，则B 也可逆，且 1 1− −
A B . 

性质 6  若 A B ，对于任意多项式 ( )f x ，有 ( ) ( )f fA B . 

性质 7  若 A B ， 是 A的属于 的特征向量，则
1−

P  是B 的属于 的

特征向量. 

（二）方阵的相似对角化 

定义 2  若方阵 A与对角矩阵相似，则称方阵 A可相似对角化. 

例 1  设
1− =P AP ，其中

1 1

1 2

 
=  
 

P ，
1 0

0 2

− 
=  
 

 ，求
10

A .  

解  由条件 

1− =P AP ， 

可得 

1−=A P P ， 

则有 

2 1 1 2 1( )( )− − −= =A P P P P P P   ， 

3 1 1 1 3 1( )( )( )− − − −= =A P P P P P P P P    ， ， 

10 10 1−=A P P ， 

进而  
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10 1 10

10

10

10 10 10 10

10 10 11 11

1 1 1 0 1 1 1 1 2 1( 1) 0

1 2 0 2 1 2 1 2 1 10 2

2 1( 1) 2 2 2 2 1
.

1 1( 1) 2 2 2 2 1 2

−
− − −        

= =          
−         

−   − − − 
= =    

−−  − − +    

A

 

本例表明通过相似对角化可简化繁琐的矩阵高次幂运算. 

定理 1  若方阵 A 相似于对角矩阵

1

n





 
 

=  
 
 

 ，则 1 2, , , n   必

为 A的特征值.  

证明  由于 1 2, , , n   为的特征值，且方阵 A与相似，则由性质（5）

可得 1 2, , , n   为 A的特征值.  

   根据性质我们不难得出，若 A相似于对角矩阵，则对角矩阵的对角元必定为

A的全部特征值.但是并非所有方阵都可相似对角化. 

例 2  判断
1 2

0 1

 
=  
 

A 是否可相似对角化. 

    解  显然 A的特征值为 1 2 1 = = .假设 A可相似对角化，则存在可逆矩阵

P ，使得
1− =P AP 为对角矩阵.由相似对角化的性质可知，的对角元全为

1，也即 

= E . 

进而，可得 

1 1− −= = =A P P PEP E  

与已知条件矛盾.假设不成立，因此 A不可相似对角化. 

下面讨论方阵可相似对角化的条件.  

定理 2  n阶方阵 A 可相似对角化的充分必要条件是 A有n个线性无关的

特征向量.  

证明  必要性  由于n阶方阵 A可相似对角化，即存在n阶可逆矩阵 P ，

使 

得 

1

21

n







−

 
 
 = =
 
 
 

P AP  ， 

则有 
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1

2

n







 
 
 =
 
 
 

AP P P = . 

将 P 用其列向量表示为 

1 2( , , , )nP = p p p ， 

则有 

1

2

1 2 1 2( , , , ) ( , , , )n n

n







 
 
 =
 
 
 

A p p p p p p ， 

即 

1 2 1 1 2 2( , , , ) ( , , , )n n n  =Ap Ap Ap p p p ， 

于是有 

i i i=Ap p   （ 1,2, ,i n= ）. 

可见 i 为 A 的特征值，而可逆矩阵 P 的列向量 ip 就是 A 的对应于特征值

i 的 特 征 向 量 . 由 于 矩 阵 1 2( , , , )nP = p p p 可 逆 ， 故

1 2( ) ( , , , )nR R n=P = p p p ，因此向量组 1 2, , , np p p 线性无关，也即 A有n

个线性无关的特征向量.  

充分性  设 A 有n个线性无关的特征向量 1 2, , , np p p ，所对应的特征值

分别为 1 2, , , n   ，则有 

i i i=Ap p   （ 1,2, ,i n= ）. 

构造矩阵 1 2( , , , )nP = p p p ，使得 

1 2 1 1 2 2( , , , ) ( , , , )n n n  =Ap Ap Ap p p p ， 

即 

1

2

1 2 1 2( , , , ) ( , , , )n n

n







 
 
 =
 
 
 

A p p p p p p ， 

则有 
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1

2

n







 
 
 =
 
 
 

AP P P = ， 

由于 1 2, , , np p p 线性无关，可知矩阵 P 可逆，于是可得 

1

21

n







−

 
 
 = =
 
 
 

P AP  ， 

因此方阵 A可相似对角化. 

可用此定理来判断一方阵能否相似对角化. 

注意：若方阵 A可相似对角化，则相似变换矩阵 P 的列向量恰为 A的n个

线性无关的特征向量，对角阵的对角元恰好为 A 的n个特征值，并且特征值

在中的排列次序与特征向量在 P 中的排列次序相对应. 

用此定理判别方阵能否相似对角化，需要求出属于每个特征值的特征向量，

并且要验证特征向量的线性相关性.对于具体矩阵讨论时，下面的推论更为简便. 

推论  若n阶方阵 A的特征值都是互不相同的，则 A可相似对角化. 

注意：逆命题不成立，即 A可相似对角化，n阶方阵 A 的特征值未必无不

相同. 

对于n阶方阵 A有重特征值的情况，我们不加证明的给出下列定理： 

定理 3  n阶方阵 A可相似对角化的充分必要条件是 A 的每个特征值所对

应的线性无关特征向量的个数恰好等于其重数. 

例 3  设 

1 0 1

0 2 0

0 0 2

− 
 

=  
 
 

A ， 

求可逆矩阵 P ，使得
1− =P AP 为对角阵，并求出 .  

解  令 

0− =A E ， 

即 

2

1 0 1

0 2 0 (2 ) (1 ) 0

0 0 2



  



− −

− = − − =

−
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解得 A的特征值为 1 1 = ， 2 3 2 = = （二重根）.  

当 1 1 = 时，解齐次线性方程组 ( )− = 0A E x ，由 

1 3 1 3

1 2

0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1

r r r r

r r

+ 



−     
     

− =      
     
     

A E ， 

可得基础解系 

1

1

0

0

 
 

=  
 
 

p ； 

当 2 3 2 = = 时，解齐次线性方程组 ( 2 )− = 0A E x ，由 

1

1 0 1 1 0 1

2 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

r−
− −   
   

− =    
   
   

A E ， 

可得基础解系 

2

1

0

1

− 
 

=  
 
 

p ， 3

0

1

0

 
 

=  
 
 

p ， 

令 

1 2 3

1 1 0

( , , ) 0 0 1

0 1 0

− 
 

= =  
 
 

P p p p ， 

则 P 可逆，且 

1

1 0 0

0 2 0

0 0 2

−

 
 

= =  
 
 

P AP . 

例 4  设2阶方阵 A的特征值为 5,1 − ，相对应的特征向量分别为 










−








1

2
,

1

1
，求 A .  

解  由已知条件可得相似变换矩阵为 

1 2

1 1

 
=  

− 
P ， 

对角阵为 
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1 0

0 5

 
=  

− 
 ， 

且  

1− =P AP ， 

 则 

1−=A P P . 

注意到  

1

1 2

3 3

1 1

3 3

−

 
 

=  
 − 
 

P ， 

于是  

1

1 2

1 2 1 0 3 43 3

1 1 0 5 1 1 2 1

3 3

−

 
  −    

= = =     
− − −     − 

 

A P P . 

例 5  已知

1 0 0

0 1

0 1 3

x

 
 

=  
 
 

A 与

0 0

0 2 0

0 0 4

y 
 

=  
 
 

B 相似，求 ,x y .  

解  由于 A与 B 相似，且B 为对角矩阵，可知的 A特征值分别为 

1 y= ， 2 32, 4 = = . 

将 2 2 = 代入 A的特征方程， 

1 2 0 0 1 0 0

2 0 2 1 0 2 1 ( 1)( 2 1) 0

0 1 3 2 0 1 1

x x x

− −

− = − = − = − − − =

−

A E ， 

解得  

3x = . 

再由特征值的性质 

1 2 3 1 3 2 4x y  + + = + + = + + ， 

可得 

1y = ， 

故 

3

1

x

y

=


=
. 
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    通过以上讨论可知，若 A与对角矩阵相似，则的主对角元都是 A的特

征值.若不计 i 的排列顺序，则具有唯一性，称为 A的相似标准形. 

三、巩固练习 

设矩阵 A与相似，其中 

1 1 1 2

2 4 2 , 2

3 3 a b

−   
   

= − =   
   − −   

A   

（1）求 ,a b的值. 

（2）求可逆矩阵 P ，使得 1− =P AP   

四、小结 

1.相似矩阵的概念与性质； 

2.方阵可相似对角化的条件与方法。 

五、布置作业 

学习通作业 

教学反思： 
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授课题目 §4.4 实对称矩阵的对角化 课次：19 

教学目标 

1.知识目标 

（1）掌握相似矩阵的概念； 

（2）掌握方阵对角化的方法. 

2.能力目标 

（1）计算能力：学生应能够熟练运用实对称矩阵对角化的相关公式和方法，进行具

体的计算和推导；学生应能够准确求解实对称矩阵的特征值和特征向量，并构造出正

交矩阵。 

（2）应用能力：学生应能够利用对角化后的矩阵简化计算过程，提高解题效率。 

（3）分析与推理能力：学生应能够根据已知条件，推导出实对称矩阵对角化的相关

结论；学生应能够运用逻辑推理和数学证明的方法，验证实对称矩阵对角化的性质和

定理。 

3.情感与态度目标 

（1）激发学习兴趣：通过生动有趣的实例和案例，激发学生对实对称矩阵对角化的

学习兴趣；引导学生认识到实对称矩阵对角化在数学和实际应用中的重要性，培养他

们的学习动力。 

（2）培养严谨态度：在教学过程中，注重培养学生的严谨态度和科学精神。要求学

生认真对待每一个计算步骤和推导过程，确保结果的准确性和可靠性；引导学生学会

质疑和反思，培养他们的批判性思维和独立思考能力。 

教学重点 方阵对角化的方法 

教学难点 方阵对角化的方法 

教学手段 板书与多媒体结合、学习通 

教学方法 讲授法、练习巩固法、讨论法 

教学时数 3课时 

教 学 过 程 备注 

 

一、复习引入 

复习施密特正交化方法 

二、讲授新课 

（一）实对称矩阵的性质 

定理 1  实对称矩阵的特征值都是实数. 

定理 2  实对称矩阵的属于不同特征值的特征向量正交. 

定理 3  设 i 为实对称矩阵的 in 重的特征值，则矩阵 iA E− 的秩

( )i in n = −R A E− ，从而恰好有 in 个属于特征值 i 的线性无关的特征向量.

（证明略） 

定理 3 表明，任一n阶实对称矩阵 A必可以对角化. 
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例 1  试将矩阵

2 1 1

1 2 1

1 1 2

 
 

=  
 
 

A 对角化. 

解  由于 A为实对称矩阵，故 A必可对角化. 

       
2

2 1 1

1 2 1 ( 1) ( 4)

1 1 2



   



−

− = − = − − −

−

A E  

故 A的特征值为 1 2 31, 4  = = = . 

对于 1 2 1 = = ，求解齐次线性方程组 ( )− = 0A E x ，  

             

1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 0 0

1 1 1 0 0 0

   
   

− = →   
   
   

A E  

得基础解系为 

                 1 2

1 1

1 , 0

0 1

− −   
   

= =   
   
   

   

对于 3 4 = ，求解齐次线性方程组 ( 4 )− = 0A E x ， 

         

2 1 1 1 1 2 1 0 1

4 1 2 1 0 3 3 0 1 1

1 1 2 0 3 3 0 0 0

− − −     
     

− = − → − → −     
     − −     

A E  

得基础解系为 

                 3

1

1

1

 
 

=  
 
 

  

取 

              ( )1 2 3

1 1 1

1 0 1

0 1 1

− − 
 

= =  
 
 

P     

有 

              
1

1

1

4

−

 
 

=  
 
 

P AP  

由定理 3 知，对于n阶实对称矩阵 A，每个 in 重的特征值 i 有 in 个线性无
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关的特征向量，可将这 in 个特征向量正交化，而由定理 2 知，属于不同特征值

的特征向量正交.再将上述正交向量组单位化.由此可得到n个两两正交的单位特

征向量，以这n个特征向量作为列向量可构成正交矩阵Q ，从而有 

                     
1− =Q AQ   

其中 1 2 1 2( , , , ), , , ,n ndiag      = 为 A的特征值. 

    于是有下面定理： 

定理 4  设 A为n阶实对称矩阵，则存在正交矩阵Q ，使得 

               

1

21

n







−

 
 
 =
 
 
 

Q AQ  

其中 1 2, , , n   为 A的特征值.                   

（二）用正交矩阵使实对称矩阵对角化的方法 

根据上述讨论，用正交矩阵将实对称矩阵对角化的步骤可归纳如下： 

（1）求出特征方程 0 − =E A 的全部实特征值； 

（2）对每一个 in 重的特征值 i ，解齐次线性方程组 ( )i − = 0E A x ，得到

in 个线性无关的特征向量； 

（3）利用施密特正交化方法，把属于 i 的 in 个线性无关的特征向量正交化，

再单位化； 

（4）将总共得到的n个单位正交特征向量作为矩阵Q 的列向量，则Q 为所

求正交矩阵； 

（5）
1−

Q AQ 为对角矩阵，其主对角线上的元素为 A 的全部特征值，它的

排列顺序与Q 中正交单位向量的排列顺序相对应. 

例 2  用正交矩阵将例 1 中的矩阵对角化. 

解  在例 1 中已经求出矩阵 A的特征值为 1 2 31, 4  = = = ，对应的特征

向量为 

                    1 2

1 1

1 , 0 ,

0 1

− −   
   

= =   
   
   

  3

1

1

1

 
 

=  
 
 

  

利用施密特正交化方法将 1 与 2 正交化，得 
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              1 1

1

1 ,

0

− 
 

= =  
 
 

   

              2 1
2 2 1

1 1

1 1 1
( , ) 1 1

0 1 1
( , ) 2 2

1 0 2

− −     
     

= − = − = −     
     −     

 
  

 
 

再单位化，得 

               1 2
1 2

1 2

11

62

1 1
, ,

2 6

0 2

6

  
−−   
  
  

= = = = −  
  
  

   
   

 
 

 
 

将 3 单位化，得 

                3
3

3

1

3

1

3

1

3

 
 
 
 

= =  
 
 
 
 





 

以单位正交向量 1 2 3, ,   为列得正交矩阵 

                

1 11

6 32

1 1 1

2 6 3

2 1
0

6 3

 
−− 

 
 

= − 
 
 
 
 

Q  

使得 

                
1

1

1

4

−

 
 

=  
 
 

Q AQ  

三、巩固练习 

设

1 0 0

0 3 1

0 1 3

 
 

=  
 
 

A ，求正交矩阵Q ，使得
1− = T

Q AQ Q AQ 为对角矩阵. 
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四、小结 

1.实对称矩阵的性质； 

2.用正交矩阵将实对称矩阵对角化的方法。 

五、布置作业 

学习通作业 

教学反思： 
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授课题目 第四章习题课 课次：20 

教学目的 复习第四章 

教学重点 方阵的特征值、特征向量及其性质和求法 

教学难点 方阵的特征值、实对称矩阵的对角化 

教学手段 板书与多媒体结合 

教学时数 1课时 

教 学 过 程 备注 

 

特
征
值
与
特
征
向
量

特征值与
特征向量

预备知识

特征值

特征向量

定义

求法

定义

求法

性质

属于不同特征值的特征向量线性无关

,i ii ia =  = A

相似

定义

（充要条件）

实对称矩阵

可对角化
的条件

有  个线性无关的特征向量（充要条件）A n

有  个不同的特征值（充分条件）A n

是实对称矩阵A

性质

特征值必为实数

属于不同特征值的特征向量正交

重特征值至多有  个线性无关的特征向量in in

重特征值恰有  个线性无关的特征向量in in

可用正交矩阵对角化

( )i iR n n− = −A E

一、填空题 

1.设矩阵

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 

=  
 
 

A ，则 A的特征值为_______. 

2．矩阵

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

 
 
 =
 
 
 

A 的非零特征值是_______. 
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3.矩阵

0 2 2

2 2 2

2 2 2

− − 
 

= − 
 − − 

A 的非零特征值为_______. 

4.设 3 阶矩阵 , , 2− +A A E E A均不可逆，则 =A+ E _______. 

5.设3阶矩阵 A的特征值是1，2，3，则矩阵 2 2= − +B A A E 的特征值为_______. 

6.1 是

2 1 2

5 3

1 1 2

a

− 
 

=  
 − 

A 的特征值，则a =_______. 

7.设 4 阶方阵 A B ，其中B 的特征值为1,-1,2,4，则 =A _______. 

8.设矩阵 A B ， A的特征值为
1 1 1 1

, , ,
2 3 4 5

，则
1− − =B E _______. 

9.实对称矩阵 A的属于不同特征值的特征向量_______. 

10.设 A为n阶方阵， 0x =A 有非零解，则 A必有一个特征值为_______. 

二、单项选择题 

1.设 3 阶矩阵 A的特征值为 1，0，－1，
2( ) 2 1f x x x= − − ，则 ( )f A 的特征值

为（  ）. 

A．－2，－1，2      B．－2，－1，－2        C．2，1，－2       D．2，

0，－2 

2. n阶矩阵 A有n个不相等的特征值是矩阵 A可相似对角化的（  ）. 

A．充分条件      B．必要条件       C．充要条件      D．既不充分也不

必要条件 

3.下列命题错误的是（  ）. 

A．属于不同特征值的特征向量线性无关 

B．属于同一特征值的特征向量线性相关            

C．相似矩阵必有相同的特征值         

D．特征值相同的矩阵不一定相似 

4.设 A为 3 阶矩阵， A的特征值为
1

2, , 2
2

− − ，则下列矩阵中可逆的是（  ）. 

A． 2+E A           B．3 2+E A            C．2 +E A         D． 2−A E  

5.与矩阵
1 2

0 3

 
=  
 

A 不相似的矩阵是（  ）. 

A．
1 0

2 3

 
 
 

          B．
3 5

0 1

 
 
 

           C．
1 1

3 3

 
 
 

        D．
2 1

1 2

 
 
 
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三、计算题 

1.求矩阵

1 1 1

0 2 3

0 0 1

− 
 

= − 
 
 

A 的特征值与特征向量. 

2.设 A是n阶实对称矩阵，满足
3 23 3 2− + − = 0A A A E ，求 A的特征值. 

3.设矩阵

1 3 3

3 3

6 6

a

b

− 
 

=  
 − 

A 有特征值 1 22, 4 = − = ，试求参数 ,a b的值. 

4. 判断

2 0 0

1 2 1

1 0 1

 
 

= − 
 
 

A 矩阵是否可对角化，若可以对角化，求出可逆矩阵 P ，

使得 1− =P AP 为对角阵. 

 

教学反思： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


